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壹、摘要： 

    本文研究的目的是針對本校學長在中華民國第 45 屆中小學科學展覽會作品− [單位分數的探密]

續作探討與改良,以期找出各類更完整具體的表達式(完全用
𝑚

𝑛
中的定數𝑛的表達式),  揚棄未曾學過的

mod(同餘)觀念及電腦程式的輔助工具(48屆作品),只用我們所學過的方法與原理(乘法公式、因式分 

解、除法運算、標準分解式、等差規律、因倍數判定等)與標準分解式計算機作為工具,並引進新的知 

識、方法與觀念嘗試完成 
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 的可能性。 

貳、研究的動機：  

    再次參閱了李毓佩所著的—「不知道的世界(數學篇)」的前兩篇「簡單卻解決不了」後,我們眼光     

仍佇留於其中的一段敘述:「問題出現:在把一個最簡真分數分成兩個或兩個以上的單位分數之和     

的上面。比如: 

     

 
」所有的表達式呢又能否找到個單位分數之和能否都分解成問

。試即個單位分數之和但可以分解成位分數之和雖然不能分解成兩個單「
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還是沒解決。」

時是否成立的問題但是對於任何自然數的猜想是正確的愛爾特希時億的自然數對於不超過

証明了法郎希沙因數學家的猜想是正確的愛爾特希時也驗証了柯召家

數學中國年的猜想是正確的愛爾特希時証明了斯特勞斯。數學家整數解

一定有正方程式對於每一個正整數猜想愛爾特希數學家匈牙利年「
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於是我就找了幾位同學開始蒐集資料,著手証明推討,遇到困難就隨時請教老師及爸媽。在老師及 

     爸媽的指導下,我們終於解決了一些問題,至於還有些無法解決的問題就要煩請教授們給予指導, 

     不勝感激！ 

參、研究的目的： 

     一、探討 0 與 1 之間最簡真分數可表成「有限項」相異「單位分數」之和的理由。 

     
的表達式。、、、進而找出二、透過操作
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。分數之和表達式的原因無法找出固定三項單位三、探討

n
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肆、解釋名詞： 

    

單位分數： 

        就是指分母為正整數,而分子是"𝟏"的真分數。因為其分子為"𝟏",所以也被稱為「單分子分數」 

    或「單分數」;又由於最早在埃及的"蘭特紙草書"上發現這種分數 ,所以也稱為「古埃及分數」。
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伍、預備定理：(証明見[附件 1.1]) 

   

。即單位分數的和都可以表成若干個相異最簡真分數一 )
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。個相異單位分數的和都可以表成不超過任何一個最簡真分數二 m
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陸、預備知識：
 

    

。

例如

。或更多法運算後的商再加所以我們會在正常的除原分母大

之值會比最好在分子擴大倍數後在求單位分數之和時利用除法運算除法運算規則一
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例如

。的形式約分後才能保証分子為

如此的形式因數相加分子寫成分母最好能將為為了保証拆分之後分子法合併分母因數二
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此法不易找出規律註

。例如

法的範圍。合併加大分母因數與則此法為確保除法運算規分母擴倍法三

倍分母擴大
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得知在則。我們沿用除法運算規表達式

分數之和的的另一型式的三項單位與目的在找出定位法等差階數四
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。依此類推

同理
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     :            如此會形成次分子為
 

               

。型等差階數

暫稱為組成的等差數些由「次項分子數」所的等差數列。我們將這公差為為

的首項
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分數之和的表達式。
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      來得理想。單位分數之和的表達式直接將其化成三項
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1

8

)1361(361

1

4

)1361(

1

361

4
:

2222

222

)(19
,192


+


+=


+


+=

+
+

+
+

+
=

=
II
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);

,

4

1

1

4

5

4

1

1

4

5

1

34

44
:(5.2))((

。單位分數之和的表達式不過它也是另一種三項來得快速

公式分解但也顯然不如後敘使用
+



+
+


+

+
+

=
+

=+
n

n
nnnkn

 

 

柒、研究過程與方法：
  

  第一部分:
 

n

1
、

n

2

 

表達式的研究： ),45( 作某些修正改良補述屆此一部分延續
 

。公式與

公式公式

我們得知見附件屆作品延續學長的

(1.3))(
1111

(1.2))(
111

  (1.1)), (
)1(

1

1

11

:,1.2)(45

2

2





ba

m

k

n
n

m

knn

m

k

n
n

knnnnnn

+=

+

+
+

=

+

+
+

=
+

+
+

=

 

,21,9,7,3,1   

44121,49963714734411441,
21

4
:

,,,,

2

2

2

等五種的正因數有

為而不大於中最簡真分數例如

。的所有兩項表達式最簡真分數為正整數時亦可得符合

=====

+
+



n

n

m

m

k

n
n

m

kn

k

n
nk



 

 

),
4

121
(

4
1

21
21

1

4

121

1

21

4
2

故不成立不為整數
+

+

+
+

=

)(
42

1

6

1

4

3

21
21

1

4

321

1
         

2
i+=

+

+
+

=  

  

),
4

921
(

4

9

21
21

1

4

921

1
     

)(
21

1

7

1

4

7

21
21

1

4

721

1
     

2

2

故不成立不為整數但
+

+

+
+

=

+=

+

+
+

= ii

:]

[)()]([

操作如下和等於分子的倍數

即分母正因數。運算更簡捷原理「分母因數合併法」的中的二預備知識但我們也因此得到
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))((
42

1

6

1

)321(21

34

)321(21

214

)321(21

3)(214

21

4

)(
21

1

7

1

)13(21

14

)13(21

34

)13(21

1)(34

21

4

)(
42

1

6

1

)17(21

14

)17(21

74

)17(21

1)(74

21

4

,219,,7,3,121,
21

4
:

同型與

等五種的正因數有不大於中最簡真分數亦即

i

ii

i

+=
+


+

+


=

+

+
=

+=
+


+

+


=

+

+
=

+=
+


+

+


=

+

+
=





 

。且其表達式為和化成兩相異單位分數之

都可將為整數時之因數且為我們得知只要符合中又從公式

m

k

n
n

m

kmn

m

n

m

m

k

n
n

m

km

k

n
nknk

2

2

2
2

11
:,

,,,,,(3)

+

+
+

=

+
+



 

。的主題探討

並不符合本文所要方法之和的表成兩個相異單位分數適用於然而上述的表達式只可

zyxn

n

m

1114

, 

++=

,1,21,)(,
2

?

,?
2

之因數為又因的倍數必為故為奇數即必不為偶數為最簡真分數由於

又為何呢單位分數之和的表達式

異又其所有能表成兩個相若可相異單位分數之和是否一定可以表成兩個又最簡真分數

nnnn
n

n

+

 

,

2

1

2

1

1

2
1

1

2

1

12
,

11
(3)1,2

222 nnnn
n

nn

m

k

n
n

m

knn

m
km

+
+

+
=

+

+
+

=

+

+
+

=== 得中代入公式因此只要取

。例如

公式。且其表達式為

。位分數之和一定可表成兩個相異單故最簡真分數

6

1

2

1

2

33

1

2

13

1

3

2
:                        

(2)

2

1

2

1

12
:                        

2

2

2

+=
+

+
+

=

+
+

+
= 

nnnn

n

 

。得到「分母因數合併法」當然我們也可用
6

1

2

1

1)(33

12

1)(33

32

1)(33

1)(32

3

2
   : +=

+


+

+


=

+

+
=  

:)(
1113

: 表達式的研究二部分第 zyx
zyxn

++=
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。是可以等於所以個單位分數之和一定可以分解成不超過得知二預備定理

。然依單位分數」之和不能分解成兩個相異「所以的倍數不會是分子但

與的因數只有不大於由於嘗試「分母因數合併法」做使用中最簡真分數如

zyxn

n

m

111

7

3
,3

3
)]([

7

3
,3871

,717,,
7

3
:

++

=+

=

 

:

)13(13).()23(23).(,

: )3(
3

兩部分討論

等的倍數餘為即的倍數餘為即分成我們將分母首先

以下的研究展開於是我們對最簡真分數

ntnBntnAn

n
n

+=+=



)1)(2(3

1

1

1

)1)(23(3

13

)1(3

3

)33)(2(3

13

)33)(2(3

)23(3
 

)33)(2(3

]1)23[(3

)33)(2(3

)33(3

23

3
)3(

3
,23).(

++
+

+
=

++


+

+
=

++


+

++

+
=

++

++
=

++

+
=

+
=+=

tttttttttt

t

tt

t

tt

t

t
n

n
tnA 時若

)!(1)( 

(3))
3

1
1,23(

3

1

1

3

1

1

)1(

1

1

1
 

之和啦可以化成三項單位分數當然代入公式

公式。 
+

=++=
+



+
+

=
+

+
+

=
n

ttn
n

n
ntnt

 

。。例如
752

1

61

1

3

174
74

1

3

174

1

47

3

44

1

4

1

3

111
11

1

3

111

1

11

3
: +=

+


+
+

=+=
+



+
+

=  

)1)(1(3

2

)1)(1(3

)13(

)1)(1(3

33

)1)(1(3

)1(3

13

3
)3(

3
 

,1,, :13(1). 

:,13).(

++
+

++

+
=

++

+
=

++

+
=

+
=

++=

+=

tttt

t

tt

t

tt

t

t
n

n

ttntn

ntnB

又

為偶數為奇數知則依「奇偶性質」時偶數為且當

為偶數與奇數兩部分又分時若

 

。。例如

之和啦可以化成三項單位分數當然代入公式

公式。

368

1

16

1

6

246
46

1

3

246

1

46

3

02

1

3

1

6

210
10

1

3

210

1

10

3
: 

)!(1)( 

)
3

2
1,13(  

(4.1)

6

2

1

3

2

1

)1(

2

1

1

)1)(1(3

2

1

1
 

+=
+



+
+

=+=
+



+
+

=

+
=++=

+


+
+

=
+

+
+

=
++

+
+

=

n
ttn

n
n

ntntttt





 

,1"",
)1(

2

1

1

)1)(1(3

2

1

1
   

)1)(1(3

2

)1)(1(3

)13(

)1)(1(3

33

)1)(1(3

)1(3

13

3
)3(

3
 

,1,1,:13(2). 

必有因數而

又

為偶數又為奇數為偶數則且為奇數時當

n
tntttt

tttt

t

tt

t

tt

t

t
n

n

ntttn

+
+

+
=

++
+

+
=

++
+

++

+
=

++

+
=

++

+
=

+
=

+++=

  
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(4.2) )
3

2
1,13(  

2

1

3

2

1

2

1

3

2

1

3

2

1

2

1
)1(

1

2

1
)1(

1

1

1
 

)1()1(

12

)1()1(

2

1

1

)1()1(

)1(2

1

1

)1(

2

1

13
 

公式

。


+

=++=

+


+


+
+


+

+
+

=
+

+

+
+

+

+
+

=

++


+

++


+

+
=

++

+
+

+
=

+
+

+
=

n
ttn

nn
n

nnnn
tn

n
t

t

ntnntn

n

tntn

n

ttntn

。例如
84

1

21

1

3

1

437

1

43

1

3

1

2

17

3

27
7

1

2

17

3

27

1

3

27

1

7

3
: ++=


+


+=

+


+


+
+


+

+
+

=  

的表達式。」也完成了二一的我們利用「預備知識中至此
zyxn

1113
))((, ++=  

:)(
1114

: 表達式的研究三部分第 zyx
zyxn

++=  

      

。故不予討論不為最簡真分數則時或若 ,
4

,)1(22244.)(
n

kknknA +=+==
   

      

)!( 

][(5.1)

4

1

1

4

1

14
,34.)(

單位分數之和啦當然也就可以化成三項

說明如下公式。則時若 
+



+
+

=+=
n

n
nn

knB

 

      ] )([  

4

1

1

4

1

14
 

,
4

1
1,

)1(

1

1

1

)1)(3(4

1

1

1
  

)1)(3(4

1

)1)(3(4

34

)1)(3(4

44

)1)(3(4

)1(4

34

4
)4(

4
:][

型等差階數。

又

說明

I
n

n
nn

n
k

knkkkk

kkkk

k

kk

k

kk

k

k
n

n

+


+
+

=

+
=+

+
+

+
=

++
+

+
=

++
+

++

+
=

++

+
=

++

+
=

+
=





   

           

。再代入公式例如
33

1

12

1

4

1
(1))(

33

1

3

1

4

111
11

1

4

111

1
)11(

11

4
: ++=+=

+


+
+

==n  

           。再代入公式或
3433

1

34

1

3

1
(1))(

33

1

3

1

4

111
11

1

4

111

1
)11(

11

4
:


++=+=

+


+
+

==n

 

          
]! )([            

33

1

12

1

4

1

4

111
11

1

4

511

4

111

1

4

511

1
)11(

11

4
:

(5.2)

4

1

1

4

5

4

1

1

4

5

14
:,

型不謀而合嗎這不也與等差階數

。例如

公式。得到恆等式又經同學們研究討論後

I

n

n
n

nnnn

++=
+



+
+


+

+
+

==

+


+
+


+

+
+

= 

 



10 
 

           
。

証明

)34)(1(

1

)2)(1(

1

2

1

)32)(41)((

2)(3)(41)3)((4

)32)(41)((

2)(1]1)3)[((4

)32)(41)((

2)(2)3)((4

)32)(41)((

2)1](3)[(4

)32)(41)((

2)4)((4

)32)(41)((

2)1)(4(

34

44

:][

++
+

++
+

+
=

+++

++++++
=

+++

+++++
=

+++

++++
=

+++

+++
=

+++

++
=

+++
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=

+
=

kkkkkkkk

kkkk

kkk

kkk

kkk

kkk
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kkk

kk

kkk

kk
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。即故

又

4

1

1

4

5

4

1

1

4

5

14
,

)34)(1(

1

)2)(1(

1

2

1

34

4

,
4

5
2,

4

1
1,

4

3
,34

+


+
+


+

+
+

=
++

+
++

+
+

=
+

+
=+

+
=+

−
=+=

n
n

nnnnkkkkkk

n
k

n
k

n
kkn

          

 

          

。例如
33

1

12

1

4

1

4

111
11

1

4

511

4

111

1

4

511

1
)11(

11

4
: ++=

+


+
+


+

+
+

==n

   

           



。

質數

695,655

1

430,164

1

406

1

4051619

1

406405

1

406

1

4

11961
1961

1

4

51961

4

11961

1

4

51961

1
)1961(

1619

4

++=


+


+=

+


+
+


+

+
+

==n

 

        

:
14

444
, 須要研究討論的探討就只剩下對於至此

+
=

knn  

    

可分為

有的正整數因為從

時若

,
14

4
,,

121

4
,

117

4
,

113

4
,

109

4
,

105

4
,

101

4
,

97

4
,

93

4
,

89

4
,

85

4
,

81

4
,

77

4
,

73

4
,

69

4
,

65

4
,

61

4
,

57

4

,
53

4
,

94

4
,

45

4
,

41

4
,

37

4
,

33

4
,

29

4
,

25

4
,

21

4
,

17

4
,

13

4
,

9

4
,

5

4
:)1(

14

4
)5(

4

,14.)(

+


+

=

+=

k

k
k

n
n

knC



 

    

),912314(
14

4
,,

291

4
,

117

4
,

105

4
,

93

4
,

81

4
,

69

4
,

57

4
,

45

4
,

33

4
,

21

4
,

9

4
.)(

),5122314(
14

4
,,

251

4
,

113

4
,

101

4
,

89

4
,

77

4
,

65

4
,

53

4
,

41

4
,

29

4
,

17

4
,

5

4
.)(

+==+=
+

+=+=+=
+

stkn
k

b

stkn
k

a

即

即





 

    

)131,3(
14

4
,,

331

4
,

121

4
,

109

4
,

97

4
,

85

4
,

73

4
,

61

4
,

49

4
,

37

4
,

25

4
,

13

4
.)( +=

+
tnn

k
c 的倍數餘為  

;
)1)(1(4

3

)1(

1

14

44
,))((,

++
+

++
=

kkkkn
化成我們可將」二一「預備知識中的利用等三部分  

:)()(

;1
3

1
,)1(3331,

4

53
1,

4

13
,134

,2314,)5122314(23)()(

的表達式為部分所以

為整數故

即的倍數餘為中的部分又因

aC

t
n

ttn
t

k
t

ktk

tknstknnaC

+=
+

+=+=+
+

=+
+

=+=

+=+=+=+=+=
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(6)

3

1

4

3

1

3

1

4

3

1

4

3

1

1)()1(

13

1)()1(

3

)1(

1

1)()1(

1)(3

)1(

1

)1(

3

)1(

1

)1)(1(4

3

)1(

14

公式

。



+


+


+
+


+

+
+

=
++


+

++


+

+
=

++

+
+

+
=

+
+

+
=

++
+

+
=

nn
n

nnnnknnkn

n

k

nkn

n

kknkkkkn

 


。例如

質數

3462101

1

3426

1

26

1

3

1101

4

3101
101

1

3

1101

4

3101

1

4

3101

1

101

44
:


+


+=

+


+


+
+


+

+
+

==
n

 

。

代入公式當然也可

質數

926101

1

9101

1

26

1
)

926

1

9

1
(

101

1

26

1
                

)

3

126
26

1

3

126

1
(

101

1

26

1
(3))(

26

3

101

1

26

1

26101

3

26

1

101

4

23


+


+=


++=

+


+
+

+=+=


+=

+= t

)
926101

1

9101

1

3462101

1

3426

1
:(


+


=


+


註

 

)!(
1215

1

12

1

4

345

3

45

1

4

345

1

45

44
:

(7)

4

3

3

1

4

3

1

)1(

3

)1(

1

)1)(1(4

3

)1(

14

:)()(,)912314(3)()(

分數之和啦當然可以化成三項單位。例如

公式。

的表達式為部分所以即的倍數為中的部分又在


+=

+


+
+

==

+


+
+

=
+

+
+

=
++

+
+

=

+==+=

n

nnnknkkkkn

bCstknnbC


 

 我們再將須作討論的倍數餘為即

的的部分中我們就只剩下如此如此一來

:)1121,12(,,183,117,915,714,133,121,091,97,85,73

,61,49,37,25,31
112

4

13

4

14

44
)()(,,

+=

=
+

=
+

=
+

=

snn

n
stkn

cC

   

與

分成兩部分的部分中

),3,2,1,0(,1324,,277,253,229,205,181,157,133,109,85,61,37,31).1(

:112)()(

 =+=

+=

ssn

sncC

而當

。),3,2,1(,124,,289,265,241,217,193,169,145,121,97,73,49,25).2(  =+= ssn
   

必有為偶數故為奇數又

餘的倍數為為整數故

。為偶數且其餘的倍數都為與時的化成

當將其

時

,1,)()12(336
4

1224
,132414

;13131,3,1234,1121314(

)1(,13)1(
)1)(1(4

3

1

1

14

44
   

,
1324

4
,,

133

4
,

109

4
,

85

4
,

61

4
,

37

4
,

13

4

1324

4

112

4

13

4

14

44
   

,),3,2,1,0(,3)1(24,,301,277,253,229,205,181,157,133,109,85,61,37,31).1( 

++=+=
+

=+=+=

+=+===+=+=+=

++
++

+
++

=

+
=

+
=

+
=

+
=

+
=

=+=

kss
s

kskn

skskstkstkn

knk
kkkkn

ssstkn

ssn









   
;

64181

3

46

1

64181

644

181

4
;

413

3

4

1

413

44

13

4
:)1""2""

偶數偶數偶數偶數

例如。與因數


+=



=


+=




=  



12 
 



。

再如

質數

12164861

1

0864861

1

1216

1

1)(212164861

13

1)(212164861

23

1216

1

1)(212164861

1)(23

1216

1

12164861

3

1216

1

12164861

12164

4861

4
:

1320224,      


+


+=

+


+

+


+=

+

+
+=


+=




=

+=
 

:,")(", 而得到三項表達式來解決我們的問題法合併分母因數我們就可以利用如此

     

(8)

4

3

1

8

3

1

4

3

1

1)(2
4

3

1)(23

4

3

1

)1)(1(4

3

1

14

公式

。



+


+
+



+
+

=

+
+



+
+

+
=

++
+

+
=

n
n

n
n

nn
n

nkkkn

      

 

    





至於。

。例如

質數

質數

     
12164861

1

6084861

1

1216

1

4

34861
4861

1

8

34861
4861

1

4

34861

1

4861

4

28109

1

14109

1

28

1

4

3109
109

1

8

3109
109

1

4

3109

1

109

4
:

1320224,      

13424,


+


+=

+


+
+



+
+

=


+


+=

+


+
+



+
+

=

+=

+=

 

,,
169

4
,

145

4
,

121

4
,

73

4
,

49

4
,

25

4

14

44
,168,24

),3,2,1(,1)(24,373,133,289,265,241,217,193,169,145,121,97,73,49,25).2( 





=
+

=

=+=

kn

ssn

而其的循環規律間距為它們呈現公差為

。

)1,)(6,12414((4.2)) (

)1)(1(4

3
,)1(,13

)1(
)1)(1(4

3

1

1

124

4

112

4

13

4

14

44
,

124

4

。為奇數故為偶數。有如公式之和

化成兩個單位分數將有可能不可以而為奇數且其餘的倍數都為

與時的化成當將

+=+=+=

++
+

+
++

+
++

=
+

=
+

=
+

=
+

kskskn

kk
kn

k
kkksstkns



   

;,
)1)(1(4

3

1

1

14

44

 ,;
79313

3

79

1

79313

794

313

4
;

1973

3

19

1

1973

194

73

4
:

式直接轉化其為三項表達時化成利用

接我們無法直所以例如

奇數奇數奇數奇數

++
+

++
=


+=




=


+=




=

kkkkn

型型型型型型

將資料再分成七組循環規律的特性間距為為此我們利用公差為而得另尋他法

211168).(97168).(37168).(49168).(25168).(1168).(

:,168,24,

++++++ rvirvrivriiiriiri

)]( [)],([,145168).( 二表一表並建立了以下的型等七型+rvii
 

                                           【表一】 

  
;)1168(,,1681,1513,1345,1177,1009,418,673,055,373,169,)1( :1168).( ++ rri 有型

 

  
;)25168(,,1705,1537,1369,1201,1033,568,697,925,163,193,25:25168).( ++ rrii 有型
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;)49168(,,7291,1561,1393,1225,1057,889,721,355,583,172,49:49168).( ++• rriii 有型

 

;)73168(,,7531,1585,1417,1249,1081,913,745,775,409,241,73:73168).( ++• rriv 有型  

;)97168(,,7771,1609,1441,1273,1005,937,769,601,433,265,97:97168).( ++• rrv 有型  

;)145168(,,5281,1657,1489,1321,1153,985,817,649,481,313,145:145168).(

;)121168(,,0181,1633,4651,1297,1129,961,793,625,457,289,121:121168).(

++•

++

rrvii

rrvi





有型

有型

):][(:

,,

]145[168).(,]97[168).(,]73[168).(,]49[168).(

5])[~2][(5000

由如下分數之和的表達式，理』表示可化成三項單位中『表一置於下方

茲將這四類的表達式位分數之和的表達式的四類都可化成三項單

型型型型結果我們發現了在

附件附件見。和的可能性在化成三項單位分數之我們操作了這七型

•

++++



rviirvrivriii

n

 

 

            

(9)

)1
28

7
(

28

7

1

1
28

7

1

4

7

14

2])[(

(1),;"1"7
)2(

7
,

)2(

7

2

14

)(,7,)7(24749168

,49168).(

公式

。表達式的三項單位分數之和的

附件見。達式三項單位分數之和的表

就可得以下再用公式化為中的而可將得到

型定位法」故我們可用「等差階數的倍數必為

型中在





+
+


+



+

+
+



+
+

=

++
+

+
=

+=+=

+=•

n
n

n
n

n
n

nn

knknkn

IInrrn

rniii

 

                



。

例如

型

17371736

1

1737

1

14

1

1)8(2178)(217

1

18217

1

56

1

)1
28

7217
(217

28

7217
217

1

1
28

7217
217

1

4

7217

1

217

4
:

49168


++=

+
+

+
+=

+
+


+



+

+
+



+
+

=

+= r

 

                



。

例如

型

1)112(889112)(889

1

1112889

1

224

1

)1
28

7889
(889

28

7889
889

1

1
28

7889
889

1

4

7889

1

889

4
:

49168

+
+

+
+=

+
+


+



+

+
+



+
+

=

+= r
 

 

            

;37168,
4

7
2,

4

1
,

)2(

7

2

14

,)(,37168.)(

+=
+

=+
−

=
+

+
+

=

+•

rn
n

k
n

k
knkn

IIriv

又可得

型依照等差階數型中類在 

 

            

就可用補上因數因而只要在的倍數少為故 ,"1")2(,171)36(7
4

7
2

,1)36(7121422042
4

)02244(

4

80168

4

773168

4

7

+−+
+

=+

−+=−+=+=
+

=
+

=
++

=
+



kr
n

k

rrr
rrrn
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              (10)

:

28

11

4

7

1

28

11

1

4

7

14

3])[(

公式

表達式的三項單位分數之和的

附件見。完成表達式「餘數湊整法」



+


+


+
+



+
+

=
nn

n
n

n
nn  

              

。例如
32073

1

373

1

20

1

284

)1173()773(73

1

28

1173
73

1

4

773

1

73

4
:


+


+=



++
+

+


+
+

=

 

              



。

例如

型質數

392721081

1

391081

1

272

1

284

)111081()71081(1081

1

28

111081
1081

1

4

71081

1

1081

4
:

73168,


+


+=



++
+

+


+
+

=

+= r  

            4])[(,"1"

,17;1)1524(711051687971687

;97168,
4

7
2,

4

1
,

)2(

7

2

14

,)(

,79168).(

附件見。完成表達式「餘數湊整法」而可用因數

有又的倍數少為故

又可得

型依照等差階數

型中在

nnrrrn

rn
n

k
n

k
knkn

II

rnv

−+=−+=++=+

+=
+

=+
−

=
+

+
+

=

+=•



 

                

(11)

7

1

4

7

1

7

1

4

7

1

4

7

14

公式

。表達式的三項單位分數之和的



+


+


+
+


+

+
+

=
nn

n
nnnn

 

 
              



。

例如

型

86152601

1

86152

1

152

1

7

1601

4

7601
601

1

7

1601

4

7601

1

4

7601

1

601

4
:

97168


+


+=

+


+


+
+


+

+
+

=

+= r

 

 
              



。

例如

型

3506142449

1

350614

1

614

1

7

12449

4

72449
2449

1

7

12449

4

72449

1

4

72449

1

2449

4
:

97168


+


+=

+


+


+
+


+

+
+

=

+= r  

 

            
,19)2(213842

4

)384(42

4

5147168

4

7
2,2

7;2)2124(7;5)2124(7514716871451687

;145168,
4

7
2,

4

1
,

)2(

7

2

14

,)(

,145168).(

為偶數又的倍數少

為即故

又

可得型依照等差階數

型中在

+=+=
+

=
++

=
+

=+

−+=++=++=++=+

+=
+

=+
−

=
+

+
+

=

+=•

rr
rrn

k

nrnrrrn

rn
n

k
n

k
knkn

II

rnvii


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。故而有因數 )37(3219)(212

2

19)2(21
2

2

2
,"2" +=++=+

+
=+

+
rr

rk
 

            5])[( 附件見。成表達式「分母因數合併法」完湊整法」與因此我們就可用「餘數  

                

(12)

56

23

8

7

1

28

23

1

4

7

14

公式

。表達式的三項單位分數之和的



+


+


+
+



+
+

=
nn

n
n

n
nn

 

 
                



。

例如

型

16412649

1

24649

1

164

1

8

7649

56

23649
649

1

28

23649
649

1

4

7649

1

649

4
:

145168


+


+=

+


+


+
+



+
+

=

+= r

 

                 



。

例如

型質數

332423211

1

481321

1

332

1

8

71321

56

231321
1321

1

28

231321
1321

1

4

71321

1

1321

4
:

145168,


+


+=

+


+


+
+



+
+

=

+= r

。附件附件見的操作

並做了並如表二分類個位數字依為中心以個位數字因此我們就針對此特性

此其實上述七類型都是如。的規律在循環偶十位數字

奇十位數字偶十位數字奇十位數字偶十位數字

其個位數字為關係又因除法運算與進位的才會再相同

其個位數字即間隔個呈現間隔的三型中的每一類型都型型

型型發現剩下的表二見並再次觀察表一再次審視

我們的四類型後型型型型在完成

8])[~6] [(

000,5;)("","5",

)()""(9

)""(7)""(5)""(3)""(1

:,

)"840"("168"5]121[168).(]121

[168).(,]25[168).(,]1[168).(,])[(],[

,]145[168).(,]97[168).(,]73[168).(,]49[168).(



→

→→→

+

+++

++++

n

rvi

rviriiri

rviirvrivriii

     
 

                            【表二】(註:各類標記代表可討論的相同個位數) 

;)1168(,,1681,1513,1345,1177,1009,418,673,055,373,169,)1( :1168).( ++ rri 有型

 

 
;)25168(,,1705,1537,1369,1201,1033,568,697,925,163,193,25:25168).( ++ rrii 有型
  

 
;)121168(,,0181,1633,4651,1297,1129,961,793,625,457,289,121:121168).( ++ rrvi 有型
 

  

:)(

])6[(:;5497,7489,4657,4537,7405

,3717,3697,3217,7729,2857,2377,3721,2017,1537,1297,1177,697,457,373:

,"7",121168).(25168).(1168).(

，理由如下單位分數之和的表達式『◆』表示可化成三項

附件見分數之和的表達式我們亦可得到三項單位

大排成一列

由小到者個位數字型等三型中型、、型◎當我們將 +++ rviriiri
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;
)1(

3

1

1

14

44
:")("

,"7",121168).(25168).(1168).(

+
+

+
=

+
=

+++

knkkn
II

rviriiri

的觀念型定位法等差階數我們沿用

者中個位數字等三型中型、、型◆在

 

            

,
4

3
1,)1(4443,14

)1)(14(

3

1

1

)1)(14(

3

)1)(14(

14

)1)(14(

3)14(

)1)(14(

)1(4

14

44

+
=++=+=++=
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=
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+
=
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=

n
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。又

可得

 

             

。故

4

3

3

4

3

1

)1)(14(

3

1

1

)1)(14(

)1(4

14

44

+


+
+

=
++

+
+

=
++

+
=

+
=

n
n

nkkkkk

k

kn  

             

也就能符合分母例如。而有因數的倍數必有

所以其個位數字為且的倍數必為故必為整數

即其個位數字為的個位數字為又當

,175)
4

3697

4

3
1:("1","5",5

3,"0"3;43,
4

3
1

,)1(43)14(3 ,"0"3,"7"

=
+

=
+

=+

+++
+

=+

+=++=++

n
k

nnn
n

k

kknnn

   

             

和。再分成兩項單位分數之中的將法合併因數

4

3

3
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3

3
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3

14
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。

即

2
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4
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:因此其表達式為
 

     

(13) 

2

3

1

10

3

1

4

3

1

)1)(1(4

3

1

14
公式。 
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

+
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
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n
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

。

例如

質數

3251297

1

1301297

1
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1

2

31297
1297

1

10

31297
1297

1

4

31297

1

1297

4
:


+


+=

+


+
+



+
+

=

 

 

,7])[(:

"7""1","5","5";5065,4825

,4225,3985,3385,3145,3025,2545,2305,2185,1705,1465,1345,865,625,505,25:

,"5",121168).(25168).(1168).(

附件操作見之和的表達式亦可得到三項單位分數

。者同。所以與個位數字為含有因數的個位數字為由於

排成一列

由小到大者個位數字型等三型中型、、型◎又將

n

rviriiri +++
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,"5",121168).(25168).(1168).(

+
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+
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=
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的觀念型定位法等差階數我們仍沿用

者中個位數字等三型中型、、型◆在

  

           

,
4

3
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3

1

1
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3
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。可得
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。而含有因數的倍數為所以的個位數字為且的倍數必為

必為整數故而的個位數字為又
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,
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3
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+
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之和。

再分成兩項單位分數中的將法合併也就能符合分母因數

4

3

3

4

3

3

4

3

14
,)(

+


+


+
+

=
n

n
n

n
nn

 

              

)1,5(

)15(
4

3

)15(3

4

3

1

4

3

3

4

3

1

)1)(14(

3

1

14
有因數即 n

n
n

nn
n

nkkkn


+
+



+
+

+
=

+


+
+

=
++

+
+

=  

            

。

2

3

1

2

3

5

1

4

3

1

)15(
4

3

13

)15(
4

3

53

4

3

1

+


+
+



+
+

=

+
+




+

+
+




+

+
=

n
n

nnnn
n

n
n

n  

            
:仍為因此在整理後其表達式
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者的表達式同與個位數字

公式。 
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。例如
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由小到大者個位數字等三型中型、、型◎而在 ,"3",121168).(25168).(1168).( +++ rviriiri

 

            
;4993,4873,4393,4153

,4033,3553,3313,3193,2713,2473,2353,1873,1633,1513,1033,793,673,193:排成一列
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+
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+
=
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的觀念型定位法等差階數我們仍可沿用

者中個位數字等三型中型、、型◆在
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也就能符合分母因數例如。而有因數的倍數必為

所以其個位數字為且的倍數必為故必為整數

即其個位數字為的個位數字為又

,)00876737:("2","5",10
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和。再分成兩項單位分數之中的將法合併
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:因此其表達式為
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作比較的餘數湊整法的五預備知識與

。例如

個位數字
型
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。只不過型態達式依個位數字所產生的表型等四型中、型

型、、型仍適合分數之和的通式的特性所得的三項單位

、、依個位數字等三型中型、、型在操作推導

,145168).(97168).(
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++

++

+++

rvrv

rivriii

rviriiri

  

           

 :,例如不同
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依公式
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型
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, 如下的研究結果更具體整理化成三項單位分數之和我們將已推得的至此
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其中五型、、、、為

個位數字分成以個位數字分類等三型中型、、而

,"9""1""3""5""7"

:,,121168).(25168).(1168).( +++ rviriiri

 

       

(13) 

2

3

1
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3

1

4

3

14
:
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公式。表達式為

型◆個位數字為


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
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
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)"7"(

(14) 

2

3

1

10

3

1

4

3

14
:

:"5"

者的表達式同與個位數字

公式。表達式為

型◆個位數字為


+



+
+



+
+

=
n

n
n

n
nn  

       

(15) 

8

7

1

20

7

1

4

7

14
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公式。表達式為

型◆個位數字為


+



+
+



+
+

=
n
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n

n
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!"

""";(15)(6)).((5.2)34).(

23).(:
4

,

來助陣平方法

完全與等差階數定位法當然也有到公式公式的公式倍數餘

的因數合併法倍數餘除法運算的神兵利器有我們就掌握了破解如此一來

iiiii

i
n

+

 

化成三項單位分數之和並將、並操作了個位數字為表四

、表三列在兩型由小至大、個位數字為

接著我們將未解決的兩型未解決、個位數字為型等三型中

型、、型中的我們現在就只剩下在因此

000,1014"9""1", ][

][)000,101241314("9""1"

,"9""1",121168).(

25168).(1168).(
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4
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4
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+=

+=+=+=

+
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=
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=
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=

kn

stkn

rvi

riiri
stkn

 

:,10][9][ 作為說明附件、附件過程置於的操作方法與
                                  

                                   【表三】個位數字為“1” 

     

],3,2,1,0[;)124184840(,

,1924,0184,7561,6721,8185,1045,2014,3361,1252,1681,418,)1( :1168).(
27131471311714129 222

 =+=+

+
=====

rsr

ri
質數質數質數質數質數質數

有型

 

          

],3,2,1,0[;)124361840(,

,9601,8761,7921,7081,6241,5401,4561,7213,2881,0412,1201,163:25168).(
2222 89977379491116167431571319

 =+=+

+

========

rsr

rii
質數質數質數質數

有型

          

],3,2,1,0[)124121840(,

,9361,8521,7681,6841,0106,1516,4321,3481,2641,1801,961,121:121168).(
37231135317397131492959139193111 222

 =+=+

+
========

rsr

rvi
質數質數質數質數

有型

  

                                    【表四】個位數字為“9” 

      

],3,2,1,0[;)124169840(,

,9409,8569,7729,6889,6049,5209,4369,3529,2689,1849,1009,169 :1168).(
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 =+=+

+

=======
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質數質數質數質數
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+
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,121168).(25168).(1168).(:,]][[ 型等三型中型、、型這些我們發現中表四表三由 +++ rviriiri
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論得到了以下的心得與結後且建立了的操作了

我們也針對這個特性的質因子只可為奇數為奇數與皆為

後其質因子的質數或經標準分解式它不是平方數就是為者或個位數字

有質因子
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    的預備知識而需透過之和的表達式直接完成三項單位分數前述神兵利器與方法來

我們就無法使用子全為經標準分解式後其質因只要者時或數字為

型等三型中的個位型、、型中的在
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:)?( 。例如之處這正是要煩請教授指導是否如此數之和方法來完成三項單位分
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。例如之和的表達式直接完成三項單位分數前述神兵利器與方法來
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