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摘要 

本作品研究星狀網路和完全網路，兩種不同結構的連結網路，使用點擴展運算結合成一

個網路結構，並且在一定的容錯範圍內，保證存在漢米爾頓迴圈性質。漢米爾頓迴圈在連結

網路的研究中相當重要，若存在此性質，則可以保證發送訊號時，能將訊號發送給連結網路

上的每一個元件接收，並且不會重覆接收到訊號。我們使用圖形理論的方式，將星狀網路和

完全網路，這兩種連結網路結構，分別抽象化成星狀圖和完全圖，網路中的元件抽象化為點，

元件之間的連線，抽象化成邊。如果元件之間的連線故障，無法使用，則稱為壞邊。我們證

明 𝑛 維度星狀圖和 𝑛 − 1 維度完全圖使用點擴展運算後，保證最多壞 𝑛 − 4 條邊，存在漢米

爾頓迴圈。 
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壹、前言 

前言中，首先說明本作品的研究動機，接下來說明研究目的，以及相關的預備知識，

最後文獻回顧，說明需要引用到其他論文中的相關引理和定理。 

一、研究動機： 

國小時有接觸過一筆畫問題，當時只是覺得很有趣，為什麼有些圖形，如果限制每一條

邊只能經過一次，我們從一個起點出發，竟然會有些點沒有辨法經過。當時畫了好幾次，總

覺得這應該存在某種規律。後來上網查詢，才知道這種問題是有名的七橋問題，屬於數學中

圖形理論的問題。而上資訊課時，老師提到了類似的觀念，於是有了這次的研究。 

跟老師討論的過程中，老師帶我們看徐力行老師所出版的作品（徐力行 2003，2011），

知道了連結網路的主要研究是網路中，元件和元件之間的連線方式，以及研究是否存在解決

網路所遇到問題的方法。也知道了許多不同連線方式的連結網路架構。而在做連結網路研究

時，通常會將這些不同的連結網路結構抽象化為各種不同的圖（graph）來表示，而連結網路

中的元件，轉換成圖後就成了點，元件之間的連線，轉換成圖後就成了邊。接著再使用圖形

理論中數學證明的方法，找出能解決問題的數學性質。著名的七橋問題就是將現實中所遇的

問題，抽象化成圖形，進而用數學證明的方式證明出並不存在解決問題的方法。從討論中，

也知道了另一個圖論著名的問題，則是漢米爾頓迴圈性質的問題，將七橋問題中限制每一條

邊只經過一次的條件，改成每一個點只經過一次。於是問題變成了，「在一個圖中，從一個

起點出發，經過每個點一次後，是否能回到起點」。 

在連結網路傳送訊號時，是否保證一定能發送訊號給網路上每一個元件接收，而且能夠

不重複接收訊號。這個問題就可以抽象化成漢米爾頓迴圈性質來解決。此外，我們也好奇如

果兩種結構的連結網路需要合併成一個網路使用時，我們應該怎麼合併，以及合併後如果元

件之間的連線損壞，損壞的數量範圍是多少，還能保證存在漢米爾頓迴圈性質。 

二、研究目的： 

如何將現實中所遇到的問題抽象化成數學的形式，使用數學證明的方式來解決，是非常

重要的。本作品研究星狀網路和完全網路，兩種結構的連結網路，使用點擴展運算後，結合

成一個連結網路，並且保證在一定的容錯範圍內，存在漢米爾頓迴圈性質。漢米爾頓迴圈性

質在連結網路研究中是非常重要的，如果一個連結網路存在漢米爾頓迴圈性質性質，則可以

保證發送訊號時，能將訊號發送給連結網路上的每一個元件接收，且不會重覆接收到訊號。 

我們使用圖形理論的方式，將星狀網路和完全網路，這兩種連結網路結構，分別抽象化

成星狀圖和完全圖，網路中的元件抽象化為點，元件之間的連線，抽象化成邊。如果元件之
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間的連線故障，無法使用，則稱為壞邊。我們證明 𝑛 維度星狀圖和 𝑛 − 1 維度完全圖使用點

擴展運算後，保證最多壞 𝑛 − 4 條邊，存在漢米爾頓迴圈。 

三、預備知識： 

 （一）連結網路（Interconnection network）： 

連結網路的研究主要應用在多處理器之間，以及網路元件之間的連接方式。在連結

網路的研究中，會將所遇到的問題抽象化成圖形理論的觀念來描述，並證明解決方法是

否正確。在本作品中，描述連結網路時，會轉換成圖形來表示。一般而言，使用 𝐺 =

(𝑉, 𝐸) 表示一個圖形， 𝑉 表示點集合，其中的每一個點，可以代表連結網路上的元件，

而 𝐸 表示點集合，其中的每一條邊代表元件與元件之間的連線。星狀網路使用星狀圖表

示，完全網路使用完全圖表示。 

 （二）圖形理論（Graph theory）： 

圖形理論（Graph theory），簡稱圖論，是一門探討物件之間如何關連的學問。在圖

論當中沒有複雜的幾何結構，只有點和邊兩種最單純的元素。圖論的起源，現在公認是 

Euler 在 1736 年解決柯尼斯堡七橋問題的文章。柯尼斯堡七橋問題如下：現在俄羅斯的 

Kaliningrad 市有一條現在命名為 Pregolya 河流經過，河的中心有兩個小島，小島和河的

兩岸有七座橋相連接，當地流傳著一則謎題：從某一塊土地開始走，要如何走才能恰好

經過每座橋一次。 

Euler 將問題抽象化成圖，每座島抽象化成圖中的點，每座橋抽象化成圖中的邊，

原本的七橋問題就成為「圖中是否存在一種走法，能夠經過所有點，且所經過的每條邊

不重複」，邊的一筆畫遊歷問題，圖 1 表示抽象化的過程。在 Euler 的證明中，並不存在

這樣的走法，解決了這道謎題。 

 

圖 1：七橋問題抽象化過程。（取自 wiki） 

從上述中，我們可以了解，圖（Graph）是一個點（vertex）和邊（edge）的集合。

在本作品中，我們使用 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 表示一個圖的集合，其中 𝑉 代表點集合，𝐸 代表邊集

合，有時也會使用 𝑉(𝐺) 表示圖 𝐺 的點集合，𝐸(𝐺) 表示圖 𝐺 的邊集合。本作品參考張

鎮華與蔡牧村（2020），演算法觀點的圖論，書中所使用的定義。接下來，我們條列說

明在本作品中會使用到的一些圖論基本定義。 
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1. 相鄰（adjacent）：在無向圖中，若有一條邊連接兩點，則稱這兩點相鄰。如果點 

𝑢 和點 𝑣 相鄰，表示存在一條邊，記作 (𝒖, 𝒗)。 

2. 分支度（degree）：點的分支度，是連接這個點的邊數。  

3. 道路（walk）：道路將所經過的邊和點記錄下來，其中邊和點可重複。 

4. 路徑（path）：路徑是一條點不重複的道路。圖 2（A）紅色線段表示圖中的一條 

𝑣0 到 𝑣4 路徑。 

5. 迴圈（cycle）：迴圈是一條起點與終點相同，且經過的邊數大於等於 3，點不可

重複的道路。圖 2（B）紅色線段表示圖中的一個迴圈。 

 

圖 2：(A) 表示一條路徑。(B) 表示一個迴圈。 

6. 子圖（subgraph）：如果有兩個圖 𝐺 = (𝑉, 𝐸) 和 𝐺′ = (𝑉′, 𝐸′) ，滿足 𝑉′ ⊆  𝑉 且 

𝐸′ ⊆  𝐸，則稱 𝐺′ 是 𝐺 的子圖，如圖 3 所示。 

 

圖 3：(A)、(B)、(C)，都是圖 𝐺 的子圖。 

7. 同構（isomorphism）：假設圖 𝐺 和圖 𝐻 的點數相同，並且圖 𝐺 中的各點和圖 𝐻

中的各點，存在某種對應關係，使得圖 𝐺 中的兩個點有邊相連，對應到圖 𝐻 的

兩個點也有邊相連，稱為同構。圖 4 中，圖 𝐺 和圖 𝐻 同構。 

 

圖 4：圖 𝐺 和圖 𝐻 同構。 



5 

 

 （三）完全圖（Complete graph）：  

是指具有 𝑛 個點，而且任意兩點之間都有邊相連的圖，通常用 𝐾𝑛 表示 𝑛 維度的完

全圖，如圖 5 所示。𝐾𝑛的點集合可以表示成 𝑉 = { 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛 }，邊集合可以表示成 

𝐸 = { (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) | 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 ∈ 𝑉 且 𝑖 ≠ 𝑗 }。 𝐾𝑛 總共有 𝑛 個點，總邊數有 
𝑛(𝑛−1)

2
 條。表 1 可以看

出維度增加時，點數和邊數的變化。在完全圖中，因為每一點都與其他各點皆有邊相連，

所以各點的分支度是 𝑑𝑒𝑔𝐾𝑛
(𝑣) = 𝑛 − 1。也因為完全圖中的每個點皆和其他各點相鄰，

所以完全圖在結構上存在許多良好的性質。此外，所有的圖都是完全圖的子圖。 

 

圖 5：1 維度完全圖 𝐾1 至 5 維度完全圖 𝐾5 

 

表 1：維度增加時，完全圖總點數和總邊數。 

維度 6 7 8 9 10 11 12 𝒏 

總點數 6 7 8 9 10 11 12 𝒏 

總邊數 15 21 28 36 45 55 66 
𝒏(𝒏 − 𝟏)

𝟐
 

 

在本作品所要證明的主要結果裡，需要先證明完全圖 𝐾𝑛的一些性質。證明完全圖 

𝐾𝑛 相關性質的過程中，因為 𝑛 維度的完全圖無法繪製，我們使用示意圖輔助說明證明

過程。𝑛 維度的完全圖 𝐾𝑛 被分成兩個部分，分別是點  𝑢 和 𝐾𝑛−1， 𝐾𝑛 的點集合表示為 

𝑉(𝐾𝑛) = 𝑉(𝐾𝑛−1) ∪ {𝑢} 。圖 6 舉例 5 維度完全圖 𝐾5，從實例圖抽象轉換成示意圖的過

程。圖 7 表示推廣到 𝑛 維度的 𝐾𝑛 示意圖。示意圖的表示方式符合完全圖的遞迴性質，

在證明過程中，示意圖裡只標示出需要的點和邊，方便清楚表示證明過程。 
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圖 6：以 𝐾5 為例，實例圖抽象轉換成示意圖過程。 

 

圖 7：推廣到 𝐾𝑛 時的示意圖。 

 （四）二分圖(bipartite graph)： 

  我們令 𝐺 =  (𝑉𝑏 𝑈 𝑉𝑤, 𝐸)，表示一個二分圖。點集合 𝑉𝑏 和 𝑉𝑤 是兩個沒有交集的集合，

一般為了方便說明，這兩個集合分別使用黑色和白色來表示。本作品中，點集合 𝑉𝑏 稱為

黑點的集合， 𝑉𝑤 稱為白點的集合。二分圖中，每一條邊的兩個端點，都必需屬於不同的

集合。也就是說，一條邊的兩個端點，一個是黑點，另一個是白點。接下來要介紹的星

狀圖就是一種二分圖。 

（五）星狀圖(Star graph)： 

  Aker、Harel、Krishnamurthy (1987) 定義了星狀圖。星狀圖是一種二分圖， 𝑛 維的星狀

圖以 𝑆𝑛  表示。星狀圖有 𝑛! 個節點，每個節點的分支度 𝑑𝑒𝑔𝑆𝑛
(𝑣) = 𝑛 − 1，邊數總共有  

𝑛! × (𝑛−1)

2
  條。以 4 維度星狀圖為例，總共有 24 個點， 36 條邊。下圖 8 表示 2 維度星狀圖

到 4 維度星狀圖的結構。表 2 說明維度增加時，點數和邊數的變化。 
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圖 8：𝑆2、𝑆3、𝑆4 星狀圖。 

表 2：維度增加時，星狀圖總點數和總邊數。 

維度 5 6 7 8 9 10 𝒏 

總點數 120 720 5040 40320 362880 3628800 𝒏! 

總邊數 240 1800 15120 141120 1451520 16329600 
𝒏!  × (𝒏 − 𝟏)

𝟐
 

在星狀圖中，節點的編號方式為 ( 1, 2, 3, … , 𝑛 ) 的排列，假設 ( 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, … , 𝑏𝑛 ) 為某一

個點的編號，定義函數 𝑃𝑖 為點的連線規則： 

𝑃𝑖(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, … , 𝑏𝑖−1, 𝑏𝑖, 𝑏𝑖+1, … , 𝑏𝑛) = (𝑏𝑖, 𝑏2, 𝑏3, … , 𝑏𝑖−1, 𝑏1, 𝑏𝑖+1, … , 𝑏𝑛), 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

舉例來說，假設在一個 𝑛 維度的星狀圖中，若有兩個點，點 𝐴 和點 𝐵 相鄰，則 𝑃𝑖(𝐴) =

𝐵，𝑃𝑖(𝐵) = 𝐴。以 4 維度星狀圖來說明連線規則，假設點 𝐴 的編號是 1234，點 𝐵 的編號是 

2134。當點 𝐴 中的 𝑏1 和 𝑏2 交換時，𝑃2(1234)  =  2134 ，可以得到點 𝐵 的編號。同理，點 

𝐵 中的 𝑏1和 𝑏2 交換時，𝑃2(2134)  =  1234 ，也可以得到點 𝐴 的編號，表示點 𝐴和點 𝐵 相鄰。

當點 𝐴 的編號是 4321，點 𝐵  的編號是  2341， 𝑏1  和 𝑏3  交換時，𝑃3(4321)  =  2341  ， 

𝑃3(2341)  =  4321。圖 9 是各點加上編號的 4 維度星狀圖。  

 

圖 9：各點加上編號的 4 維度星狀圖 𝑆4 
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在本作品說明星狀圖 𝑆𝑛 相關性質的過程裡，因為 𝑛 維度的星狀圖無法繪製。從表 2 中，

可以知道 𝑛 維度的星狀圖無法繪製，我們使用示意圖輔助說明證明過程。 𝑛 維度的星狀圖 

𝑆𝑛 會被分成 𝑛 個 𝑛 − 1 維度的星狀圖。圖 10 說明 4 維度的星狀圖 𝑆4 從實例圖抽象化成示意

圖的過程，一個 4 維度的 𝑆4 由四個 𝑆3 的子圖構成。因為星狀圖的子圖數量較多，和完全圖

的示意圖不同處在於，在證明過程中，除了只會標示出證明中所需要的點和邊之外，也只標

示出證明時比較關鍵的子圖來表示。示意圖的表示方式也符合星狀圖遞迴的性質。 

 

圖 10：以 𝑆4 為例，實例圖轉換抽象圖過程。 

 (六)點擴展運算（node expansion operation）： 

Hung、Hsu 與 Sung (2001) 定義了 𝑡-點擴展（𝑡-node expansion）運算。令 𝑥 是圖 𝐺 =

 (𝑉, 𝐸) 上的一點，𝑉 表示圖 𝐺 的點集合，𝐸 表示圖 𝐺 的邊集合，分支度 𝑑𝑒𝑔𝐺(𝑥)  =  𝑡。我

們使用 {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑡} 表示和 𝑥 點相鄰的點集合。 

對圖 𝐺 做 𝑡-點擴展運算，是指將圖中的一個點 𝑥 替換成一個 𝑡 維度完全圖，𝐾𝑡。圖 𝐺 

經過 𝑡-點擴展運算後的圖，使用 𝐺𝑋(𝐺, 𝐾𝑡, 𝑥) 表示。令 𝐾𝑡 的點集合 𝑉(𝐾𝑡)  =  {𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑡}，

則 𝐺𝑋(𝐺, 𝐾𝑡, 𝑥) 的點集合表示如下： 

𝑉(𝐺𝑋(𝐺, 𝐾𝑡, 𝑥))  =  𝑉(𝐺) − {𝑥} 𝑈 {𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑡} 

邊集合表示如下：  

𝐸(𝐺𝑋(𝐺, 𝐾𝑡, 𝑥))  =  𝐸(𝐺) 𝑈 𝐸(𝐾𝑡) 𝑈 {(𝑥𝑖, 𝑘𝑖) | 1 ≤  𝑖 ≤  𝑡}  −  {(𝑥, 𝑥𝑖) | 1 ≤  𝑖 ≤  𝑡} 

圖 11 說明圖 𝐺 做點擴展運算成 𝐺𝑋(𝐺, 𝐾𝑡, 𝑥)。在圖 𝐺 中，將分支度是 3 的點 𝑥 替換成

一個 3 維度完全圖 𝐾3。 𝐺𝑋(𝐺, 𝐾3, 𝑥) 的點集合和邊集合運算方式如下： 

𝑉(𝐺𝑋(𝐺, 𝐾3, 𝑥))  =  𝑉(𝐺) − {𝑥} U {𝑘1, 𝑘2, 𝑘3} 

𝐸(𝐺𝑋(𝐺, 𝐾3, 𝑥))  =  𝐸(𝐺) 𝑈 𝐸(𝐾3) 𝑈 {(𝑥𝑖, 𝑘𝑖) | 1 ≤  𝑖 ≤  3}  −  {(𝑥, 𝑥𝑖) | 1 ≤  𝑖 ≤  3} 
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圖 11 : 對圖 𝐺 做點擴展運算，將分支度是 3 的點 𝑥 替換成 𝐾3 

(五)容錯性質（fault tolerance）： 

當連結網路上的元件變多，連結網路結構逐漸變的複雜，元件或是元件之間的連線，出

現故障的機會也會增加，如何保證在一定的故障數量範圍內，還能確保連結網路能正常使用，

是容錯性質要討論的問題。 

將連結網路抽象化成圖後，元件如果故障無法使用，在圖形中表示成壞點。元件之間的

連線故障，在圖形中就表示成壞邊。一般通常討論三個方向，點容錯，邊容錯，以及點和邊

混合容錯的情況。在本作品中，討論邊容錯，當錯誤數量在一定範圍數量內，還存在漢米爾

頓迴圈性質。 

 (六)漢米爾頓相關性質： 

1. 漢米爾頓路徑（Hamiltonian path）： 

圖中存在一個起點和一個終點，從起點出發，在經過圖中所有點一次後，到達終點，

圖 12 表示從起點 𝑠 和終點 𝑡 之間的漢米爾頓路徑。 

 

圖 12：點 𝑠 和點 𝑡 之間的漢米爾頓路徑。 

2. 漢米爾頓迴圈（Hamiltonian cycle）： 

從圖中任一點出發，經過圖中所有的點，且所經過的點都不重覆。若圖中存在漢米

爾頓迴圈，稱此圖是漢米爾頓圖，如圖 13 所示。若圖中存在漢米爾頓迴圈，則必定存

在漢米爾頓路徑。存在漢米爾頓路徑，則未必存在漢米爾頓迴圈。 
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圖 13：圖中存在漢米爾頓迴圈，此圖為漢米爾頓圖。 

3. 漢米爾頓連通（Hamiltonian connected）： 

在圖中給定任意二點，分別為起點和終點，皆可從起點和終點之間找到一條漢米爾

頓路徑。圖 14 是使用 graphs 程式驗證在 𝐾5 中，給予任意起點和終點都可以找到的十條

漢米爾頓路徑，說明在 𝐾5 中，具有漢米爾頓連通性質。 

 

圖 14： 使用 graphs 程式驗證 𝐾5 有漢米爾頓連通性質。 

4. 漢米爾頓可蕾絲（Hamiltonian Laceable）： 

令 𝐺 = (𝑉𝑏 𝑈 𝑉𝑤 , 𝐸)，表示一個二分圖， 𝑉𝑏  與 𝑉𝑤  分別是兩個不同的點集合。給予

任意的起點 𝑢 ，且 𝑢 ∈  𝑉𝑏。任意的終點 𝑣，且 𝑣 ∈  𝑉𝑤。若點 𝑢 到點 𝑣 之間存在漢米爾

頓路徑，表示此圖具有漢米爾頓可蕾絲性質，稱此圖是漢米爾頓可蕾絲圖。圖 15 是使

用 graphs 程式驗證漢米爾頓可蕾絲性質。 



11 

 

 

圖 15：使用 graphs 驗證漢米爾頓可蕾絲性質。 

5. 超漢米爾頓可蕾絲（Hyper Hamiltonian Laceable）： 

Li、Tan 與 Hsu (2004)，定義了這個性質。在二分圖中，若壞掉一個點 𝐺 –  𝑣 ( 𝑣 ∈

 𝑉𝑖) 後，若在 𝑉𝑗   (𝑖 ≠  𝑗 ∈  {𝑏, 𝑤}) 中的任意兩點之間可以找到一條漢米爾頓路徑，則表

示此圖形具有超漢米爾頓可蕾絲性質，稱此圖是超漢米爾頓可蕾絲圖。表 3 是使用 

graphs 程式驗證，當範例圖壞掉任意一個點後，給予任意起點和終點皆可找出的漢米爾

頓路徑，說明此範例圖，具有超漢米爾頓可蕾絲性質。 

表 3：使用 graphs 程式驗證範例圖具有超漢米爾頓可蕾絲性質。 

壞點位置 漢米爾頓路徑 

 
點 1 是壞點(黑點) 

There is a Hamiltonian path from 2 to 6. 

!-->2-->3-->4-->5-->6. 

There is a Hamiltonian path from 2 to 4. 

!-->2-->3-->6-->5-->4. 

There is a Hamiltonian path from 4 to 6. 

!-->4-->3-->2-->5-->6. 

起點和終點都是白點 

 

點 2 是壞點(白點) 

There is a Hamiltonian path from 1 to 3. 

!-->1-->6-->5-->4-->3. 

There is a Hamiltonian path from 1 to 5. 

!-->1-->4-->3-->6-->5. 

There is a Hamiltonian path from 3 to 5. 

!-->3-->4-->1-->6-->5. 

起點和終點都是黑點 
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點 3 是壞點(黑點) 

There is a Hamiltonian path from 2 to 4. 

!-->2-->1-->6-->5-->4. 

There is a Hamiltonian path from 2 to 6. 

!-->2-->1-->4-->5-->6. 

There is a Hamiltonian path from 4 to 6. 

!-->4-->1-->2-->5-->6. 

起點和終點都是白點 

 

點 4 是壞點(白點) 

There is a Hamiltonian path from 1 to 3. 

!-->1-->2-->5-->6-->3. 

There is a Hamiltonian path from 1 to 5. 

!-->1-->2-->3-->6-->5. 

There is a Hamiltonian path from 3 to 5. 

!-->3-->2-->1-->6-->5. 

起點和終點都是黑點 

 

點 5 是壞點(黑點) 

There is a Hamiltonian path from 2 to 6. 

!-->2-->3-->4-->1-->6. 

There is a Hamiltonian path from 2 to 4. 

!-->2-->3-->6-->1-->4. 

There is a Hamiltonian path from 4 to 6. 

!-->4-->3-->2-->1-->6. 

起點和終點都是白點 

 

點 6 是壞點(白點) 

There is a Hamiltonian path from 1 to 3. 

!-->1-->2-->5-->4-->3. 

There is a Hamiltonian path from 1 to 5. 

!-->1-->2-->3-->4-->5. 

There is a Hamiltonian path from 3 to 5. 

!-->3-->4-->1-->2-->5. 

起點和終點都是黑點 

四、文獻回顧： 

Hung 等人 (2001)，定義了點擴展運算。Hung、Chang 與 Shi (2007) 研究使用點擴展運算

後的圖形，容錯數量上的問題。本作品則是應用點擴展運算的定義，將星狀圖和完全圖做結

合。Hung 等人也證明了維度 𝑛 的完全圖，當 𝑛 ≥ 2，且壞點和壞邊的數量加起來，不超過 

𝑛 − 2 時，有漢米爾頓路徑。本作品引用這個證明，幫助證明本作品所提出的相關引理。 



13 

 

Aker 等人 (1987)，定義了星狀圖結構。Hsieh、Chen 與 Ho (2000)，提出了星狀圖漢米爾

頓可蕾絲性質。星狀圖中，不同點集合的任意兩點之間，存在漢米爾頓路徑。Li、Tan 與 

Hsu (2004) 提出了星狀圖超漢米爾頓可蕾絲性質。星狀圖中，壞掉一個點後，不同點集合的

任意兩點之間，存在漢米爾頓路徑。Li 等人也證明了，𝑛 維度的星狀圖，當 𝑛 ≥ 4 時，是 

(𝑛 − 4)-邊容錯超漢米爾頓可蕾絲圖。也𡰔是說，當壞邊數量不超過 𝑛 − 4 時，存在超漢米

爾頓可蕾絲性質。 

貳、研究設備及器材 

本作品所需要使用的的研究設備及器材，有下列幾項: 

1、 電腦：整理相關資料文獻，撰寫作品內容，繪製本作品中的範例圖和示意圖。 

2、 graphs 程式：使用 graphs 程式幫助驗證，範例圖是否具有我們需要的性質，以

及驗證證明所需要的條件是否正確。圖 16 和圖 17，說明 graphs 程式。 

 

圖 16 ：graphs 程式畫面 

 

圖 17 ：graphs 程式繪圖區(左)。驗證性質後，會在繪圖區顯示路徑(右) 
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參、研究過程或方法 

在這一章中，首先會說明本作品的研究方法，接下來說明研究架構，再來說明需要證

明的引理和定理。最後，在研究過程中，說明證明引理和定理的證明過程。 

一、研究方法： 

本作品主要是研究星狀網路使用點擴展運算結合異質網路後，具有漢米爾頓容錯性質，

容錯性質是討論壞邊個數，異質網路使用完全網路。我們使用圖論的方式，將星狀網路抽象

化成星狀圖，完全網路抽象化成完全圖。將網路中的元件抽象化為圖中的點，元件之間的連

線抽象化為圖中的邊。 

在圖形維度較小時，結構並不複雜，所以我們可以直接使用手繪或是程式驗證的方式找

出是否存在所需要的性質。而當圖形維度逐漸增大時，點和邊的個數也逐漸增加，點與點之

間的連線也逐漸複雜。以星狀圖為例， 8 維度的星狀圖 𝑆8 ，點數有 40320 個點，邊數有 

141120 條邊，使用手繪或是程式驗證的方法較為困難。 

我們所使用的方法是直接證法和數學歸納法，因為星狀圖和完全圖都是具有遞迴性質的

結構，而具有遞迴性質結構的圖，很適合使用數學歸納法來證明。使用數學歸納法時，先猜

測某個性質是對的，然後再開始驗證。要將數學歸納法使用的有效果，必須先找到適當的證

明條件，也就是要先將需要證明的內容定義清楚。 

數學歸納法需要包含三個步驟，第一個步驟是歸納基底，接下來是歸納假設，最後是歸

納步驟。使用數學歸納法的第一步必須要證明歸納基底是否正確。歸納基底通常都是維度比

較小的圖，結構並不複雜，我們可以直接使用手繪的方式知道歸納基底是否正確。舉例來說，

我們證明的引理三，歸納基底是一個 5 維度的完全圖，總共只有 5 個點和 10 條邊，且壞邊

數量為 1，可以直接使用手繪的方式來證明性質存在。另外，我們也使用 graphs 程式，幫助

我們驗證歸納基底的正確性。 

在數學歸納法最後一步，歸納步驟，我們將對 𝑛 維度進行歸納證明。我們使用圖形的定

義，以及相關定理，幫助我們證明所需要的性質。 
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二、研究架構： 

本作品中的主要證明架構如下： 

（一）星狀圖使用點擴展運算後，漢米爾頓性質： 

 

（二）星狀圖使用點擴展運算後，漢米爾頓容錯性質： 
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三、研究過程： 

在研究過程中，會使用示意圖輔助說明，相關引理和定理的證明過程。本作品在示意

圖中，使用實線表示邊，虛線表示兩點之間的路徑。另外，因為證明過程中所需要使用到的

符號較多，所以先說明會使用到的符號定義。下列表 4 是我們對符號定義的說明（按照英文

字母排序）： 

表 4：證明過程中所使用的符號定義。 

符號 定義 

𝑑𝑒𝑔𝐺(𝑣) 圖 𝐺 中，點 𝑣 的分支度(degree)。 

𝐸(𝐺) 圖 𝐺 的邊集合 

𝐹𝑒 壞邊的集合。 

|𝐹𝑒| 壞邊的個數。 

𝐺 = (𝑉, 𝐸) 表示一個圖 𝐺， 𝑉 表示圖 𝐺 的點集合，𝐸 表示圖 𝐺 的邊集合。 

𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥) 星狀圖 𝑆𝑛  使用完全圖 𝐾𝑛−1  對點 𝑥 做點擴展後的圖。 

𝐾𝑛 𝑛 維度的完全圖(complete graph) 

𝑃𝑎𝑡ℎ(𝑥, 𝑦) 表示點 𝑥 和點 𝑦 之間有一條路徑。 

𝑆𝑛 𝑛 維度的星狀圖(star graph) 

(𝑢, 𝑣) 表示一條邊，點 𝑢 和點 𝑣 相鄰。 

𝑉(𝐺) 圖 𝐺 的點集合 

𝑣 表示一個點，點 𝑣 。一般使用小寫英文斜體，表示圖中的一個點。 

（一）星狀圖使用點擴展運算後，漢米爾頓性質： 

1. 引理一：令 𝑲𝒏 為一個 𝒏 維的完全圖，當𝒏 ≥  𝟑 時，存在漢米爾頓迴圈。 

證明： 

我們使用數學歸納法對維度 𝑛 進行歸納證明。當 𝑛 =  3 時，從𝐾3的圖形結構中，我們

很容易可以看出來 𝐾3 具有漢米爾頓迴圈性質。如圖 18 所示。 

 

圖 18 ：𝐾3 具有漢米爾頓迴圈 

假設維度 𝑛– 1時成立，證明維度為 𝑛 時成立。令點 𝑢 為新增加的點，根據完全圖的定

義，𝐾𝑛−1 ∪ { 𝑢 } 同構 𝐾𝑛，點 𝑢 和 𝐾𝑛−1 中的其他各點相鄰。根據歸納假設，在 𝐾𝑛−1 中存在

一條漢米爾頓迴圈，在此迴圈中找出相鄰的兩點，點 𝑥 和點 𝑦，邊為 (𝑥, 𝑦)。點 𝑢 分別跟點 
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𝑥 點和點 𝑦 相鄰，分別是邊(𝑢, 𝑥) 和邊 (𝑢, 𝑦)。使用邊 (𝑢, 𝑥) 和邊 (𝑢, 𝑦) 替換邊 (𝑥, 𝑦)。 

因此，在 𝐾𝑛 中存在一條漢米爾頓迴圈 〈𝑢 → (𝑢, 𝑥) → 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑥, 𝑦) → (𝑦, 𝑢) → 𝑢〉。圖 19

說明此種情況。                             ∎ 

  

點 𝑢 分別跟點 𝑥 點和 𝑦 點相鄰， 

分別是 (𝑢, 𝑥) 和 (𝑢, 𝑦)。 
移除掉 (𝑥, 𝑦)，形成漢米爾頓迴圈 

圖 19：完全圖無壞邊時具有漢米爾頓迴圈示意圖。（實線表示邊，虛線表示路徑） 

2.（Li、Tan 與 Hsu，2004）定理一：令 𝑺𝒏 是一個星狀圖，𝐧 ≥ 𝟒 時，𝑺𝒏 是 (𝐧 − 𝟒)-邊容錯

超漢米爾頓可蕾絲。 

說明： 

𝑆𝑛 是一個二分圖，分成黑點集合和白點集合。𝐹𝑒 表示壞邊集合。假設 𝑆𝑛 黑點集合中的

一個點壞掉，當 n ≥ 4 且 |𝐹𝑒| ≤ 𝑛 − 4 時，在白點集合中任意取兩個白點， 這兩個白點之間

存在漢米爾頓路徑。 

3. 引理二：令 𝑮𝑿(𝑺𝒏, 𝑲𝒏−𝟏, 𝒙) 是一個經過點擴展運算後的星狀圖，當 𝒏 ≥ 𝟑 時 ，存在漢米

爾頓迴圈。 

證明： 

使用數學歸納法對維度 𝑛 進行歸納證明。當 𝑛 = 1 時，𝑆1 只是有一個點集合，𝐾0 是空

集合，𝐺𝑋(𝑆1, 𝐾0, 𝑥) 不存在漢米爾頓迴圈。當 𝑛 = 2 時，𝑆2 是一條邊與兩個點的集合，𝐾1 是

一個點，𝐺𝑋(𝑆2, 𝐾1, 𝑥) 不存在漢米爾頓迴圈。當 𝑛 = 3 時，在 𝑆3 的圖形結構中，任意一個點 

𝑥 ，被點擴展替換成 𝐾2 後， 𝐺𝑋(𝑆3, 𝐾2, 𝑥) 具有漢米爾頓迴圈性質，如圖 20 所示。討論當 

𝑛 ≥ 4 時的情況。 

 
圖 20：紅色表示 𝐺𝑋(𝑆3, 𝐾2, 𝑥) 有漢米爾頓迴圈。 
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假設當星狀圖維度 𝑛 − 1 時，𝐺𝑋(𝑆𝑛−1, 𝐾𝑛−2, 𝑥) 成立，證明維度 𝑛 時，𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥) 

成立。根據點擴展的定義，我們使用 𝑛 − 1 維度的完全圖替換掉 𝑆𝑛 其中一個點。令 𝐾𝑛−1
𝑥  替

換掉點 𝑥，在 𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥)中。 

根據引理一，令 𝐾𝑛 為一個 𝑛 維度的完全圖，當𝑛 ≥  4 時，存在漢米爾頓迴圈。可以知

道  𝐾𝑛−1
𝑥   存在一條漢米爾頓迴圈，在迴圈上取相鄰兩點，分別是點 𝑠 和點 𝑡。根據點擴展定

義，點 𝑠 和點 𝑡 分別會有相鄰點在 𝑉(𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥)) − 𝑉(𝐾𝑛−1
𝑥 ) 中，假設和點 𝑠 相鄰的點

是點 𝑢，和點 𝑡 相鄰的點是點 𝑣。根據定理一，𝑛 維星狀圖具有超漢米爾頓可蕾絲性質，當

有一個壞點時，可以從和壞點不同的點集合中，任取兩點皆存在漢米爾頓路徑。我們可以先

假設 𝐾𝑛−1
𝑥  是壞點，點 𝑢 和點 𝑣 之間存在漢米爾頓路徑。(如圖 21 所示) 

  

點 𝑠 和點 𝑢 相鄰，點 𝑡 和點 𝑣 相鄰。 
使用超漢米爾頓性質， 

找出點 𝑢 到點 𝑣 之間的漢米爾頓路徑 

圖 21：證明 𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥) 漢米爾頓迴圈過程。（實線表示邊，虛線表示路徑） 

最後將 (𝑠, 𝑢), (𝑡, 𝑣) 替換 (𝑠, 𝑡) ，得到 〈𝑠 →  𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑠, 𝑡) → 𝑡 → (𝑡, 𝑣) → 𝑣 → 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑣, 𝑢) →

𝑢 →  (𝑢, 𝑠) →  𝑠〉 漢米爾頓迴圈。(如圖 22 所示)                      ∎ 

 

圖 22：𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥) 存在漢米爾頓迴圈。（實線表示邊，虛線表示路徑） 
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4. 定理二：當 𝒏 ≥ 𝟑 時， 𝑮𝑿(𝑺𝒏, 𝑲𝒏−𝟏, 𝒙) 是漢米爾頓圖。 

證明： 

由引理二的證明結果可以知道，當 𝑛 ≥ 3 時， 𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥) 存在漢米爾頓迴圈。當圖

中存在漢米爾頓迴圈時，是一個漢米爾頓圖。因此，𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥) 是一個漢米爾頓圖。  ∎ 

（二）星狀圖使用點擴展運算後，漢米爾頓容錯性質： 

接著證明星狀圖經過點擴展運算後，壞邊數量在容許範圍內，還存在漢米爾頓迴圈性質。

為了後續證明需要，我們引用了以下引理。 

1.（Hung、Hsu 與 Sung，2001）引理三： 若 𝑭 ⊂ 𝑬(𝑲𝒏) 且 |𝑭| ≤ 𝟐，則 𝑲𝒏 − 𝑭 有一條漢米

爾頓路徑。 

接下來，同樣為了後續證明所需，我們需要證明完全圖 𝐾𝑛 具有 𝑘-邊容錯漢米爾頓連通

性質。證明的過程中，我們發現了一個反例，當 𝒏 ≥  𝟑 且 |𝑭𝒆|  =   𝒏 −  𝟑 時，𝑲𝒏 不存在漢

米爾頓連通。以下使用 𝐾6 舉例說明反例的情況： 

 

圖 23：(1) 為𝐾6 壞 3 條邊的情況，(2) 和 (3) 表示無法找到漢米爾頓連通的原因。 

圖 23 中，令點 2 為起點 𝑠，點 6 為終點 𝑡，(1, 3), (1, 4), (1, 5) 為壞邊，當壞邊全部都集

中在點 1 時，點 2 和點 6 之間是無法存在漢米爾頓路徑。我們上述的例子發現，因為完全圖

中的每個點都相鄰，在 |𝐹𝑒|  ≤   𝑛 −  3 ，且 𝑛 ≥  3 時，我們可以先從中挑出一個點 𝑢 。當

壞邊全部都集中在點 𝑢 時，扣除掉壞邊，剩下和點 𝑢 連接的邊有 𝑛 −  1 − ( 𝑛 −  3 )  =  2 ，

表示點 𝑢 只保有兩條好邊。此時，如果起點 𝑠 和終點 𝑡 分別和點 𝑢 的兩條好邊相鄰，則無法

連出漢米爾頓路徑。因此我們證明當 𝑛 ≥  4 且 |𝐹𝑒|  =   𝑛 −  4 時的情況。 
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2. 引理四：令 𝑲𝒏 是一個 𝒏 維度的完全圖，𝑭𝒆 表示壞邊集合。當𝒏 ≥  𝟒，且壞邊數 |𝑭𝒆| ≤

 𝒏 −  𝟒 時， 𝑲𝒏 − 𝑭𝒆 存在漢米爾頓連通。 

證明： 

使用數學歸納法對維度 𝑛 進行歸納證明。當 𝑛 =  4時，|𝐹𝑒|  =  0，引理四成立，存在

漢米爾頓連通。因此我們證明，當 |𝐹𝑒| ≥ 1 時， 𝑛 ≥ |𝐹𝑒| + 4 ， 𝑛 ≥ 5 成立的情況。 

假設點 𝒔 和點 𝒕 是在 𝐾𝑛 上的任意兩個點。令 𝐻 表示 𝐾𝑛 的子圖，子圖 𝑯 的點是 𝐾𝑛 中

的所有點，邊是由所有  𝐹𝑒  構成，子圖  𝑯  中  𝑽(𝑯) ⊂ 𝑽(𝑲𝒏)，𝑬(𝑯) ⊂ 𝑭𝒆，表示成  𝑯 =

 (𝑽, 𝑭𝒆)。假設一個點集合 𝑈，使得 𝑈 = { 𝑢 |𝑢 ∈ 𝑉 且deg𝐻(𝑢) ≥ 1 }。從點集合 𝑈 中，選出

一個分支度最小的點，設為點 𝑢。圖 24 以 𝐾5 舉例說明子圖 𝐻。 

  

𝐾5 中壞一條邊的情況為例 𝐾5 的子圖 𝑯 

圖 24：以 𝐾5 舉例說明子圖 𝐻。 

接下來考慮以下兩種情況，證明任意兩個點，點 s 和點 t 之間存在漢米爾頓路徑： 

情況 1：𝒖 ∉ {𝒔, 𝒕} 

換句話說，點 𝑣 不屬於點 𝑠，也不屬於點𝑡。考慮下列兩個子情況，證明情況 1。 

情況 1.1：𝒅𝒆𝒈𝑯(𝒖) = 𝟏 

表示只有一條壞邊連接到點 𝑢。令 𝐹∗ 是移除掉連接點 𝑢 壞邊的壞邊集合。因此 𝐾𝑛 −

 {𝑢}  −  𝐹∗ 同構 𝐾𝑛−1 − 𝐹∗，|𝐹∗|  =  |𝐹𝑒|  −  1。根據歸納假設，在 𝐾𝑛 –  {𝑢} – 𝐹∗ 中，根據引

理三，可以連接成一條漢米爾頓路徑。當 𝑛 ≥  5 時，在這條路徑上存在一條邊 (𝑥, 𝑦)，使得 

(𝑢, 𝑥) 和 (𝑢, 𝑦) 不屬於壞邊 𝐹𝑒  。接著，將(𝑥, 𝑢) 和 (𝑢, 𝑦)加入到路徑中，替換 (𝑥, 𝑦)。獲得 

〈 𝑠 →  𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑠, 𝑥) → 𝑥 → (𝑥, 𝑢) → 𝑢 → (𝑢, 𝑦) → 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑦, 𝑡) → 𝑡 〉 漢米爾頓路徑。因此，𝐾𝑛 – 𝐹𝑒 

是漢米爾頓連通。(如圖 25 所示)                     ∎ 
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(𝑢, 𝑥) 和 (𝑢, 𝑦) 不屬於壞邊 𝐹𝑒 將(𝑥, 𝑢) 和 (𝑢, 𝑦)加入到路徑中，替換 (𝑥, 𝑦) 

圖 25：情況 1.1 證明過程。（實線表示邊，虛線表示路徑） 

情況 1.2：𝒅𝒆𝒈𝑯(𝒖) ≥ 𝟐   

換句話說，當𝑑𝑒𝑔𝐻(𝑢) ≥ 2 時，子圖 𝐻 為一個完全圖，子圖 𝐻 的邊是由 𝐾𝑛 中的壞邊構

成，圖 26 舉例說明此種情況。 

  

𝑑𝑒𝑔𝐻(𝑢) = 2 𝑑𝑒𝑔𝐻(𝑢) = 3 

圖 26： 𝑑𝑒𝑔𝐻(𝑢) = 2 和 𝑑𝑒𝑔𝐻(𝑢) = 3 的示意圖。 

因為所挑選的點 𝑢 是在點集合 𝑈 中，最小分支度的點，且 𝑑𝑒𝑔𝐻(𝑣) ≥ 2 ，|𝐹𝑒|  ≤  𝑛 −

 4。因此 |𝐹𝑒| ≥ 3，𝑛 ≥ |𝐹𝑒| + 4 ≥ 7，從維度是 7 的完全圖開始會有此種情況。令 𝐹∗ 是不包

含點 𝑢 壞邊的壞邊集合，完全圖  𝐾𝑛 − {𝑢} − 𝐹∗ 同構 𝐾𝑛 − 1 – 𝐹∗。𝑑𝑒𝑔𝐻(𝑢)  ≥  2， |𝐹𝑒
∗| ≥

|𝐹𝑒|  −  2。根據歸納假設，在 𝐾𝑛 − {𝑢} − 𝐹∗ 中，根據引理三，點 𝑠 和點 𝑡 之間存在一條漢米

爾頓路徑，且路徑中的邊數是 𝑛 –  2。舉例來說，當維度 𝑛 = 7 時，路徑上的邊數是 5。 

因為點 𝑢 是集合 𝑈 中，最小分支度的點，|𝐹𝑒| ≥  
(𝑑𝑒𝑔𝐻(𝑣) × (𝑑𝑒𝑔𝐻(𝑣) + 1))

2
。因此，𝑛 − 2 ≥

 |𝐹𝑒| +  4 – 2 ≥ |𝐹𝑒| +  2 ≥  
(𝑑𝑒𝑔𝐻(𝑣) × (𝑑𝑒𝑔𝐻(𝑣) + 1))

2
 +  2 >  2𝑑𝑒𝑔𝐻(𝑣)。表示在  𝐾𝑛 − {𝑢} − 𝐹∗ 

的漢米爾頓路徑中，存在一條邊 (𝑥, 𝑦) ，使得 (𝑢, 𝑥) 和 (𝑢, 𝑦) 可以替換邊 (𝑥, 𝑦)，將 (𝑢, 𝑥) 和 

(𝑢, 𝑦)  加入到 𝐾𝑛 − {𝑢} − 𝐹∗ 的漢米爾頓路徑中。得到 〈 𝑠 →  𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑠, 𝑥) → 𝑥 → (𝑥, 𝑢) → 𝑢 →

(𝑢, 𝑦) → 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑦, 𝑡) → 𝑡 〉 漢米爾頓路徑。因此，𝐾𝑛 –  𝐹𝑒 是漢米爾頓連通。(如圖 27 所示)    ∎ 
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在 Kn-{v}-F* 的漢米爾頓路徑中，存在一條

邊 (x, y) 

(x, u) 和 (u, y) 可以替換邊(x, y)，將點 u 加入

到 Kn-{v}-F* 的漢米爾頓路徑中。 

圖 27：情況 1.2 時，漢米爾頓連通示意圖。(實線表示邊，虛線表示路徑) 

情況 2：𝒖 ∈ {𝒔, 𝒕} 且 𝒅𝒆𝒈𝑯(𝒖)  ≥ 𝟏 

令點 𝑠 和點 𝑡 表示在 𝐾𝑛  中的任意兩個點。不失一般性，可以假設 𝑢 =  𝑠。令 𝐹∗ 是不

包含點 v 壞邊的壞邊集合， 𝐹∗ ⊂ 𝐹𝑒 ，完全圖 𝐾𝑛 − {𝑢} − 𝐹∗ 同構 𝐾𝑛 − 1– 𝐹∗。𝑑𝑒𝑔𝐻(𝑢)  >=

 1, |𝐹𝑒
∗|  >=  |𝐹𝑒|  −  1。根據歸納假設，在𝐾𝑛 − {𝑣} − 𝐹∗ 中存在一條漢米爾頓路徑。因為點

 𝑢 是集合𝑈中，最小分支度的點，所以 |𝐹𝑒| > deg𝐻(𝑢)。因為 |𝐹𝑒| ≤ 𝑛 − 4，所以 (𝑛 − 1) −

|𝐹𝑒| ≥ (𝑛 − 1) − (𝑛 − 4) ≥ 3。根據前述的條件 |𝐹𝑒| > deg𝐻(𝑢)，可以知道 (𝑛 − 1) − |𝐹𝑒| <

(𝑛 − 1) − deg𝐻(𝑢)， 使得 (𝑛 − 1) − 𝑑𝑒𝑔𝐻(𝑢) > 3， 表示至少存在一個點 𝑥，使得 𝑥 ≠ 𝑢  且 

(𝑢, 𝑥) ∉ 𝐹𝑒 。在 𝐾𝑛 –  {𝑢} –  𝐹中，可以找出點𝑥 到點 𝑡之間的漢米爾頓路徑。 將(𝑠, 𝑥) 加入漢

米爾頓路徑中，得到 〈 𝑠 → (𝑠, 𝑥) → 𝑥 → 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑥, 𝑡) → 𝑡 〉 漢米爾頓路徑(如圖 28 所示)。因此，

𝐾𝑛 –  𝐹𝑒 是漢米爾頓連通。                 ∎ 

 

圖 28： (𝑢, 𝑥) ∉ 𝐹𝑒，連接成 〈 𝑠 → (𝑠, 𝑥) → 𝑥 → 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑥, 𝑡) → 𝑡 〉 的漢米爾頓路徑。 

(實線表示邊，虛線表示路徑) 
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2. 引理五：令 𝑮𝑿(𝑺𝒏 , 𝑲𝒏−𝟏 , 𝒙) 是一個經過點擴展運算後的星狀圖， 𝑭𝒆 表示壞邊的集合。

當 𝒏 ≥   𝟒 ，且壞邊數 |𝑭𝒆|  ≤  𝒏 −  𝟒 時，𝑮𝑿(𝑺𝒏, 𝑲𝒏−𝟏, 𝒙) − 𝑭𝒆 存在漢米爾頓迴圈。 

證明： 

𝑆𝑛 是一個二分圖，為了方便說明，使用黑色和白色表示兩個不同的點集合，分別為黑

點集合和白點集合。不失一般性，令 𝐾𝑛−1
𝑥  是一個 𝑛 − 1 維的完全圖，取代 𝑆𝑛 中黑點集合內

的任意一個點 𝑥 ，對點 𝑥 做點擴展運算，擴展成圖 𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥)。 

根據點擴展運算的定義，𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥) 的邊集合是 𝐸(𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥)) = 𝐸(𝑆𝑛) ∪

𝐸(𝐾𝑛−1
𝑥 ) ∪ {(𝑥𝑖 , 𝑘𝑖

𝑥 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} − {(𝑥, 𝑥𝑖) | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1)}。說明如下： 

(1). 𝑘𝑖
𝑥 表示 𝐾𝑛−1

𝑥  中的點。 

(2). 𝐸(𝑆𝑛) 表示原本 𝑆𝑛  中的邊集合。𝐸(𝐾𝑛−1
𝑥 ) 表示點擴展後，𝐾𝑛−1

𝑥  取代點 𝑥 後，𝐾𝑛−1
𝑥  

的邊集合。 

(3). {(𝑥𝑖 , 𝑘𝑖
𝑥 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}，表示 𝐾𝑛−1

𝑥  裡的每個點，連接到原本點 𝑥 所對應到的點，

所形成的邊。(如圖 29 所示) 

(4). {( 𝑥, 𝑥𝑖  ) | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1)} 表示 𝑆𝑛 中，和點 𝑥 相鄰的點。(如圖 30 所示)。 

 

圖 29 :邊集合 {(𝑥𝑖 , 𝑘𝑖
𝑥 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1} 示意圖。 

 

圖 30: 邊集合 {(𝑥, 𝑥𝑖) | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1)} 示意圖。 

根據壞邊分佈的情形，分別考慮以下四種情況證明，壞邊數  |𝐹𝑒|  ≤  𝑛 −  4  時，

𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥) − 𝐹𝑒 存在漢米爾頓迴圈： 
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情況 1：|𝑭𝒆 ∩ 𝑬(𝑲𝒏−𝟏
𝒙 )| = 𝒏 − 𝟒 

換句話說，壞邊全部集中在 𝐾𝑛−1
𝑥  中。根據引理四，完全圖邊容錯漢米爾頓連通性質，

任意兩個點 𝑠, 𝑡 ∈  𝑉(𝐾𝑛−1
𝑥 ) 之間，存在一條漢米爾頓連通。點擴展運算後，在 𝐾𝑛−1

𝑥  中的 𝑛 −

1 個點，會有對應的 𝑛 − 1 條邊連到 S𝑛 中對應的點。(如圖 31 所示) 

 

圖 31：情況 1 壞邊分佈情況。 

因為所有的壞邊都集中在 𝐾𝑛−1
𝑥  中，因此這 𝑛 − 1 條邊都不屬於壞邊，所以可以分別找

到和點 𝑠 相鄰的點 𝑥，以及和點 𝑡 相鄰的點 𝑦 ，使得 (𝑠, 𝑥), (𝑡, 𝑦) ∉ 𝐹𝑒。接著據定理一，星狀

圖超漢米爾頓可蕾絲性質，假設 𝐾𝑛−1
𝑥  為壞點，使得點 𝑥 和點 𝑦 之間存在一條漢米爾頓路徑。

因此，𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥) − 𝐹𝑒  存在一條 〈 𝑠 → 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑠, 𝑡) → 𝑡 → (𝑡, 𝑦) → 𝑦 → 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑦, 𝑥) → 𝑥 →

(𝑥, 𝑠) → 𝑠 〉 漢米爾頓迴圈。(如圖 32 所示)                                                                                  ∎ 

 

圖 32：情況 1，𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥) − 𝐹𝑒 存在一條漢米爾頓迴圈。 

(實線表示邊，虛線表示路徑) 

情況 2：|𝑭𝒆 ∩ {( 𝐱𝐢, 𝒌𝒊
𝒙 ) | 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒏 − 𝟏｝| = 𝒏 − 𝟒 

換句話說，壞邊全部集中在 𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥) − 𝐾𝑛 和 𝐾𝑛−1
𝑥  之間，如圖 33 所示。因為點

擴展運算後，在 𝐾𝑛−1
𝑥  中的 𝑛 − 1 個點，有 𝑛 − 1 條邊連到 𝑆𝑛  中對應的點，且 |𝐹𝑒| ≤ 𝑛 − 4，

所以可以推導出 𝑛 − 1 − (𝑛 − 4) = 3 ，表示至少有三條邊不屬於 𝐹𝑒。因此，可以從 𝐾𝑛−1
𝑥  中，

找到兩個點 𝑠, 𝑡 ∈  𝑉(𝐾𝑛−1
𝑥 )。在 𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥) − 𝐾𝑛  中，找到分別對應的相鄰點，點 𝑥 和

點 𝑦，使得 (𝑠, 𝑥), (𝑡, 𝑦) ∉ 𝐹𝑒。根據引理四，完全圖邊容錯漢米爾頓連通性質，任意兩個點 
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𝑠, 𝑡 ∈  𝑉(𝐾𝑛−1
𝑥 ) 之間，存在一條漢米爾頓路徑。 

 

圖 33：情況 2 壞邊分佈情況。 

接著，根據定理一，星狀圖超漢米爾頓可蕾絲性質，假設 𝐾𝑛−1
𝑥  為壞點，使得點 𝑥 和點 

𝑦 之間存在一條漢米爾頓路徑。因此， 𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥) − 𝐹𝑒  存在一條 〈 𝑠 → 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑠, 𝑡) →

𝑡 → (𝑡, 𝑦) → 𝑦 → 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑦, 𝑥) → 𝑥 → (𝑥, 𝑠) → 𝑠 〉 的漢米爾頓迴圈。(如圖 34 所示)                    ∎ 

 

圖 34：情況 2，𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥) − 𝐹𝑒 存在一條漢米爾頓迴圈。 

(實線表示邊，虛線表示路徑) 

情況 3：| 𝑭𝒆 ∩ (𝑬(𝑮𝑿(𝑺𝒏 , 𝑲𝒏−𝟏 , 𝒙)) − 𝑬(𝑲𝒏−𝟏
𝒙 ) − {( 𝐱𝐢, 𝒌𝒊

𝒙)|𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒏 − 𝟏})| = 𝒏 − 𝟒 

換句話說，壞邊全部集中在 𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥) − 𝐾𝑛−1
𝑥 。在 𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥) − 𝐾𝑛−1

𝑥  中，

和 𝑉(𝐾𝑛−1
𝑥 ) 相鄰的點總共有 𝑛 − 1 個點，且這 𝑛 − 1 條邊都不是壞邊 (如圖 35 所示)。 

 

圖 35：情況 3 壞邊分佈情況。 
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我們從這 𝑛 − 1 個點中任取兩點，分別設為點 𝑥 和點 𝑦。接著，假設 𝐾𝑛−1
𝑥  是一個壞點，

根據定理一，星狀圖超漢米爾頓可蕾絲性質，壞一個點後，和壞點不同點集合中的任意兩點

間，存在漢米爾頓路徑。因此，點 𝑥 和點 𝑦 之間存在一條漢米爾頓路徑。點 𝑥 和點 𝑠 相鄰，

點 𝑠 ∈ 𝑉(𝐾𝑛−1
𝑥 )。點 𝑦 和點 𝑡 相鄰，點 𝑡 ∈ 𝑉(𝐾𝑛−1

𝑥 )。根據引理四，完全圖邊容錯漢米爾頓連

通性質，點 𝑠 和點 𝑡 之間存在一條漢米爾頓路徑。因此， 𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥) − 𝐹𝑒  存在一條 

〈 𝑠 → 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑠, 𝑡) → 𝑡 → (𝑡, 𝑦) → 𝑦 → 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑦, 𝑥) → 𝑥 → (𝑥, 𝑠) → 𝑠 〉 的漢米爾頓迴圈。(如圖 36

所示)              ∎ 

 

圖 36：情況 3，𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥) − 𝐹𝑒 存在一條漢米爾頓迴圈。 

(實線表示邊，虛線表示路徑) 

情況 4：壞邊分散 

壞邊分佈的情況，不為前述三種情況，壞邊不會有集中的情況發生。(如圖 37 所示) 

 

圖 37：情況 4，壞邊 𝐹𝑒 分佈的情況。 

因為 |𝐹𝑒 ∩ 𝐸(𝐾𝑛−1
𝑥 )| < 𝑛 − 4，根據引理四，完全圖邊容錯漢米爾頓連通性質，任意兩個

點 𝑠, 𝑡 ∈  𝑉(𝐾𝑛−1
𝑥 ) 之間，存在一條漢米爾頓路徑。接下來，因為 |𝐹𝑒 ∩ {( xi, 𝑘𝑖

𝑥 ) | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 −

1}| < 𝑛 − 4，可以得到 𝑛 − 5 − (𝑛 − 1) = 4，表示至少有 4 條邊不屬於 𝐹𝑒。因此，可以找到

和點 𝑠  以及點  𝑡  相鄰的兩點，分別是點  𝑥  和點 𝑦，使得  (𝑠, 𝑥), (𝑡, 𝑦) ∉ 𝐹𝑒。接著，因為

| 𝐹𝑒 ∩ (𝐸(𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥)) − 𝐸(𝐾𝑛−1
𝑥 ) − {( 𝑥𝑖, 𝑘𝑖

𝑥 ) | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1}) | < 𝑛 − 4，根據定理一，
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點 𝑥 和點 𝑦 之間存在一條漢米爾頓路徑。 

因此  𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥) − 𝐹𝑒  存在一條  〈 𝑠 → 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑠, 𝑡) → 𝑡 → (𝑡, 𝑦) → 𝑦 → 𝑝𝑎𝑡ℎ(𝑦, 𝑥) →

𝑥 → (𝑥, 𝑠) → 𝑠 〉 的漢米爾頓迴圈。(如圖 38 所示)         ∎ 

 

圖 38：情況 4，𝐺𝑋(𝑆𝑛 , 𝐾𝑛−1 , 𝑥) − 𝐹𝑒 存在一條漢米爾頓迴圈。 

(實線表示邊，虛線表示路徑) 

3. 定理三：當 𝒏 ≥ 𝟓 ，且 |𝑭𝒆| ≤ 𝒏 − 𝟒 時，𝑮𝑿(𝑺𝒏, 𝑲𝒏−𝟏, 𝒙) − 𝑭𝒆  是漢米爾頓圖。 

證明： 

根據引理五的結果，當 𝑛 ≥ 5，且壞邊數 |𝐹𝑒|  ≤  𝑛 −  4 時，𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥) − 𝐹𝑒  存在漢

米爾頓迴圈。當圖中存在漢米爾頓迴圈性質時，是 一個漢米爾頓圖。因此，

𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥) − 𝐹𝑒   是漢米爾頓圖。                                                                                         ∎ 

肆、研究結果 

本作品將星狀網路和完全網路，抽象化成星狀圖和完全圖，並研究星狀圖使用點擴展運

算結合完全圖後，保證在容許的壞邊數量內，存在漢米爾頓迴圈性質。研究過程中，也證明

了一些對最後結果有幫助的相關引理和定理。我們將研究過程中所得到的結果，分成兩個部

份說明： 

一、 星狀圖使用點擴展運算後的漢米爾頓迴圈性質： 

首先，我們研究在沒有任何壞邊的情況下，星狀圖使用點擴展運算結合完全圖後，是否

具有漢米爾頓迴圈。我們獲得了以下三項結果： 

 （一）引理一：令 𝑲𝒏 為一個 𝒏 維度的完全圖，當𝒏 ≥  𝟑 時，存在漢米爾頓迴圈。 

接下來證明引理二時，會需要使用到引理一來幫助我們證明。 

 （二）引理二：令 𝑮𝑿(𝑺𝒏, 𝑲𝒏−𝟏, 𝒙) 是一個經過點擴展運算後的星狀圖，當 𝒏 ≥ 𝟑 時，存

在漢米爾頓迴圈。 
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  從引理二中，可以推導出定理二，當星狀圖維度大於等於 3 時，用點擴展運算結合完全

圖後，是漢米爾頓圖。  

 （三）定理二：當 𝒏 ≥ 𝟑 時， 𝑮𝑿(𝑺𝒏, 𝑲𝒏−𝟏, 𝒙) 是漢米爾頓圖。 

二、星狀圖使用點擴展運算後的漢米爾頓容錯性質： 

  討論完沒有壞邊的情況後，接下來研究星狀圖使用點擴展運算結合完全圖後，在一定的

壞邊範圍內，保證存在漢米爾頓迴圈性質。我們得到以下三項結果： 

（一） 引理四：令 𝑲𝒏 是一個 𝒏 維度的完全圖，𝑭𝒆 表示壞邊集合。當 𝒏 ≥  𝟒 ，且壞邊數 

|𝑭𝒆|  ≤  𝒏 −  𝟒  時， 𝑲𝒏 − 𝑭𝒆 存在漢米爾頓連通。 

接下來證明引理五時，會需要使用到引理四來幫助我們證明。 

（二） 引理五：令 𝑮𝑿(𝑺𝒏 , 𝑲𝒏−𝟏 , 𝒙) 是一個經過點擴展運算後的星狀圖，𝑭𝒆 表示壞邊集

合。當 𝒏 ≥  𝟒 ，且壞邊數 |𝑭𝒆|  ≤  𝒏 −  𝟒 時，𝑮𝑿(𝑺𝒏, 𝑲𝒏−𝟏, 𝒙) − 𝑭𝒆 存在漢米爾頓

迴圈。 

從引理五中，可以推導出定理三，當星狀圖維度大於等於 5，且壞邊數量不超過 𝑛 − 4 

時，星狀圖使用點擴展運算結合完全圖後的圖形是漢米爾頓圖。 

（三） 定理三：當 𝒏 ≥ 𝟓 ，且 |𝑭𝒆| ≤ 𝒏 − 𝟒 時，𝑮𝑿(𝑺𝒏, 𝑲𝒏−𝟏, 𝒙) − 𝑭𝒆  是漢米爾頓圖。 

伍、討論 

我們從研究過程，以及研究結果中，做出以下討論： 

討論一、𝒏 維度星狀圖使用 𝒏 − 𝟏 維度完全圖，做點擴展運算。 

根據點擴展運算的定義，因為圖 𝐺 中的點 𝑥 分支度是 3，所以使用 𝑘3 替換點 𝑥。圖 𝐺 

中的三條邊 (𝑥, 𝑥1), (𝑥, 𝑥2), (𝑥, 𝑥3)，在 𝐺𝑋(𝐺, 𝐾3, 𝑥) 中分別是 (𝑘1, 𝑥1), (𝑘2, 𝑥2), (𝑘3, 𝑥3) 三條邊，

在圖 38 使用紅色邊表示對應關係。在 𝑛 維度星狀圖中，每個點的分支度都是 𝑛 − 1，而 𝑛 −

1 維度完全圖，每個點的分支度也是 𝑛 − 1。因此，𝑛 維度星狀圖使用 𝑛 − 1 維度完全圖，做

點擴展運算。 

 

圖 38：(𝑥, 𝑥1) 對應 (𝑘1, 𝑥1)、(𝑥, 𝑥2) 對應 (𝑘2, 𝑥2)、(𝑥, 𝑥3) 對應 (𝑘3, 𝑥3)。 
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討論二、星狀圖使用點擴展運算後的圖形，𝑮𝑿(𝑺𝒏, 𝑲𝒏−𝟏, 𝒙)，存在漢米爾頓迴圈，是一個漢

米爾頓圖。 

從討論一中可以知道，𝑛 維度星狀圖，必需在 𝑛 ≥ 3 時，使用 𝑛 − 1 維度完全圖，做點

擴展運算，才能保證 𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥) 存在漢米爾頓迴圈性質。因為 𝑛 = 1 時，𝑆1 只是一個點，

𝐾0 是空集合，𝐺𝑋(𝑆1, 𝐾0, 𝑥) 不存在漢米爾頓迴圈。當 𝑛 = 2 時，𝑆2 是一條邊與兩個點的集

合，𝐾1 是一個點，𝐺𝑋(𝑆2, 𝐾1, 𝑥) 不存在漢米爾頓迴圈。 

討論三、星狀圖點擴展運算後的圖形，𝑮𝑿(𝑺𝒏, 𝑲𝒏−𝟏, 𝒙)，在容許的壞邊數量下，存在漢米爾

頓迴圈，是一個漢米爾頓圖。 

從引理五以及定理三可以知道，𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥)，當 𝑛 ≥ 3 ，且壞邊數量不超過 𝑛 − 4 

時， 存在漢米爾頓迴圈，是一個漢米爾頓圖。 

討論四、使用點擴展運算的優點。 

（一）使用點擴展運算後，還能保證存在漢米爾頓性質，並且壞邊數量是可以估計的。 

（二）可以應用在需要局部擴展的情況下。 

陸、結論 

本作品研究星狀網路和完全網路，兩種不同性質的網路，使用點擴展的運算方式，結合

成一個網路，並且討論結合後的網路，如果元件之間的連線損壞無法使用時，在容許的損壞

數量範圍內，是否還存在漢米爾頓迴圈性質。漢米爾頓迴圈在連結網路的研究中相當重要，

此性質可以保證連結網路發送訊號時，將訊號發送給連結網路中的每一個元件接收，並且不

會重覆接收到訊號。 

我們首先將星狀網路和完全網路這兩種不同結構的網路，分別抽象化成星狀圖和完全圖。

網路中的元件，抽象化為點。元件之間的連線，抽象化為邊。如果元件之間的連線故障，完

全無法使用，則稱為壞邊。接著，使用圖論的數學證明得到結果。 

本作品主要的證明結果是，令 𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥) − 𝐹𝑒 是 𝑛 維度星狀圖和 𝑛 − 1 維度完全圖，

做點擴展運算後的圖形。證明了當  𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥)  的壞邊數最多是  𝑛 – 4  時，

𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥) − 𝐹𝑒 存在漢米爾頓迴圈性質，並且是一個漢米爾頓圖。 

未來會有幾個方向可以研究。首先，點擴展運算後的圖 𝐺𝑋(𝑆𝑛, 𝐾𝑛−1, 𝑥)，當壞點和壞邊

一起存在時，在容許的容錯範圍內，是否還具有漢米爾頓相關性質，像是漢米爾頓迴圈，漢

米爾頓連通。接下來，還可以更進一步研究壞點和壞邊同時存在時，容錯數量範圍最佳化的

問題。 
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